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Inledning

Huvudinnehallet i denna text ar simpliciella komplex, deras alexanderdualer
och stanley-reisnerideal.

I Kapitel 1 ges information om de méangder, ringar och ideal som anvinds
i senare kapitel. Avsnitt 1.1 och 1.2 ger notation och grundldggande egenska-
per hos méngder. Avsnitt 1.3 ger en 6versiktlig beskrivning av kommutativa
ringar och deras ideal och avslutas med nagra viktiga egenskaper hos not-
herska ringar. Avsnitt 1.4 handlar om polynomringar i en och flera variabler
och monomideal for dessa. I Avsnitt 1.5 ges ett bevis for Hilberts Bassats
och nagra viktiga konsekvenser av denna.

I Kapitel 2 ges en introduktion till moduler 6ver kommutativa ringar.
Avsnitt 2.1 innehaller bl.a definitioner och enkla egenskaper hos allmédnna
moduler, kvotmoduler, modulhomomorfier, kirnor och bilder. I Avsnitt 2.2
ges en genomgang av fria moduler och dess baser. Har visas flera satser sasom
att varje vektorrum har en bas, att fria moduler med &ndlig bas har en val-
definierad rang och att dndligtdimensionella vektorrum &r isomorfa omm de
har samma dimension. I Avsnitt 2.3 ges ett bevis av Dimensionssatsen. Har
definieras ocksa direkt summa fér moduler samt rang och nullitet fér en mo-
dulhomomorfi. I Avsnitt 2.4 ges vissa korta anmérkningar om matriser for
modulhomomorfier mellan fria moduler. Vi visar hir att givet tva fria mo-
duler av éndlig rang med givna baser ges varje modulhomomorfi mellan dem
av en entydig matris, och att rangen for denna matris sammanfaller med
rangen for modulhomomorfin. I Avsnitt 2.5 ges definitioner av graderingar
av moduler och Avsnitt 2.6 handlar om kedjekomplex och upplosningar samt
homologier for dessa. I Avsnitt 2.7 ger vi definition av additiv funktor. I av-
snitt 2.8 infors balanserade avbildningar, tensorprodukten och Tor-modulen.

Kapitel 3 &r huvudkapitlet i denna text. Det mesta av materialet baseras
pa Kapitel 11 [7], men &r har utfort i mer detalj och med fler exempel. T Av-
snitt 3.1 ges definition och grundldggande egenskaper hos abstrakta simplici-
ella komplex, och alexanderdualer till dessa definieras i Avsnitt 3.2. I Avsnitt
3.3 definierar vi stanley-reisnerideal och stanley-reisnerringar for simpliciel-
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4 INNEHALL

la komplex. Vi visar att stanley-reisnerideal kan beskrivas pa tva sétt, dels
via dess minimala generatorer och dels som ett snitt av primideal. Avsnittet
avslutas med ett bevis att det finns en bijektion mellan méngden av alla
simpliciella komplex pa en given hérnmangd med n element och méngden
av alla kvadratfria monomideal i polynomringen i n variabler 6ver en given
kropp. I Avsnitt 3.4 diskuteras alexanderdualer for kvadratfria monomideal
och i Avsnitt 3.5 definieras kedjekomplex och homologi for simpliciella kom-
plex. Avsnitt 3.6 ger en Gversiktlig diskussion av tva typer av uppldsningar
tillampliga pé stanley-reisnerringar: minimal fri upplésning och taylorupp-
16sning. I Avsnitt 3.7 definieras N-graderade och N"-graderade bettital for
moduler och tre olika metoder att bestdmma bettital: direkt fran definitio-
nen, med Hochsters Formel och med hjélp av taylorupplosning. I Avsnitt 3.8
ges exempel pa teorin i Kapitel 3 pa nagra utvalda simpliciella komplex.



Kapitel 1

Mangder, ringar och ideal

1.1 Mangder

Vi kommer ofta i denna text anvinda méangden S, := {1,2,...,n} och del-
méngder av denna. Ofta skriver vi en delméngd {a1,ag,...,ax} av S, endast
som aias ...ag. Viskriver A C B for att beteckna att A &r en delméngd av
B (inklusive fallet A = B), samt A C B for dkta delméngd.

Om o C S, betecknar |o| antalet element i o, och & star for komplementet
till o 1 Sy, d.v.s. méngden av alla s € S, sa att s ¢ o. Notera att 7 = @
omm 7 = o. Notera ocksa att om o,7 C S, &r ¢ C 7 omm 7 C 7. Om
A #r en mingd av delmingder av S, later vi A beteckna mingden av alla
delméngder av S, som inte ligger i A. Om A, B &r méngder av delméngder
till S, med A C B ér B C A

Om S dr nagon méngd och A en mingd av delméngder av S kallas ett
element ¢ € A minimalt i Aom 7€ A, 7 C 0 = 7 = 0. P4 motsvarande
sitt ar ett element o € A mazimalt i Aom 7€ A, 6 C 7= 0 =r71. Med
andra ord kan man siga att ett element i A & minimalt om det inte finns
nagon akta delméngd av den som ocksa ligger i A. P4 motsvarande sétt ar
ett element i A maximalt om det inte dr en dkta delméngd av nagot annat
element i A.

Om [ &r en godtycklig méngd &r en familj (x;);cr av element i méngden S
en funktion med definitionsméngd I och vars varde for ¢ € I &r ;. Méngden
I kallas d& en indexmdngd. Om indexméngden I &r dndlig med n element
kan familjen uttryckas som en n-tupel (z1,x2,...,x,), vilken ofta betecknas
x. Om I = N kan familjen uttryckas som en oéndligtupel (xg, z1, z2,...). En
familj (M;);er av méngder M; ar en funktion med definitionsméngd I vars
varden ar M;.
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1.2 Egenskaper hos N"

N™ ar méngden av alla n-tupler av naturliga tal. Elementen i N” kommer i
denna text ofta bendmnas (n-)vektorer. For resten av detta avsnitt later vi
u,v € N* med u = (uy,ug,...,u,) och v.=(vy,ve,...,0,).

Vi kan definiera en addition pa N™ genom

u+v = (up +01,u2 + V2. .., Up + V) (1.1)

Eftersom N &r sluten under addition kommer da dven N™ vara sluten under
additionen (1.1).

Om visdtter 0 = (0,0,...,0) ser vi att u+0 = 0+u = u for varje u € N,
Sa 0 ar ett identitetselement 1 N™. Dessutom drver N™ associativiteten fran
N. Sa N™ uppfyller alla egenskaper for en grupp utom existens av invers. En
sadan matematisk struktur kallas en monoid.

Man kan definiera en partialordning pa N genom u < v om u; < v; for
allai € S,. Om u < v och u # v skriver vi u < v. Om u < v definierar vi
v — u som den vektor x € N” s& att u + x = v. Observera att v — u endast
ar definierad da u < v.

Om o C S, kan o representeras som en vektor i N pa foljande satt:

Definition 1.2.1 (Kvadratfri vektor). Lit o C S,,. Vektorn
Vo = (v1,v2,...,0,) € {0,1}"

dar

o — 1 omieo
L0 omido

kallas den kvadratfria vektorn for o.

Om a € {0,1}" anvénds ibland beteckningen o, for den delméngd av S,
som har a som kvadratfri vektor, d.v.s. 0o C ), sd att a = v,,.

Sats 1.2.2. Lat 0,7 C S,,. Da dro C 1t omm v, < v,.

Bevis. Antag att o C 7. Lat vy = (Vg Vggs - - - s Vo, ) OCh Vo = (Vg Uryy o o2y U7 ).
Om i € Sy, sa att vy, = 0 ar det klart att vy, < v,. Omi € 5, sé att v, =1
ger Definition 1.2.1 att ¢ € 0. 0 C 7 ger da att &ven i € 7, s Definition 1.2.1
ger att v, =1, sa att vy, = v;,. S vy, <y, for allai e Sy, dvs. vy < v,
Antag omvént att v, < v,. Da ar v,, < vy, forallai e S,. Om i € o ar
Vg, = 1 s vy, > 1. Eftersom v, ar kvadratfri géller att v, =1, sd att ¢ € 7.
Detta ger att o C 7. O
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1.3 Ringar och ideal

Alla ringar i denna text ar kommutativa med multiplikativt identitetselement
1#£ 0. Om R &r en kommutativ ring och a,b € R anvinder vi beteckningen
a | b for att indikera att a delar b, d.v.s. att det finns ett x € R sa att ax = b.

Ett ideal i en kommutativ ring R &r en icketom delméngd av R sa att
ra+ sb € I for alla r,s € R och a,b € I. Notera att 0 € I {or varje ideal I
i R. Méngden {0} ar ett ideal kallat det triviala idealet. Ett ideal som inte
ar trivialt kallas icketrivialt. Hela ringen R ar ocksa ett ideal. Ett ideal I i
R med I # R kallas ett dkta ideal till R.

Foljande tva satser om ideal kommer att anvidndas senare. Bevisen ar
rattframma fran definitionen av ideal och uteldmnas hér.

Sats 1.3.1. Lat R, S vara kommutativa ringar med S C R. Lat I vara ett
tdeal i R och J vara ett ideal © S. Da ar I N J ett ideal © S.

Sats 1.3.2. Lat R vara en kommutativ ring och Iy, ..., I ideal i R med
Iy C--- C 1 for nagot k € Z*. Dd dr Ule I; ett ideal i R.

Definition 1.3.3 (Generatorméngd for ideal). Lat R vara en kommutativ
ring och I ett ideal i R. Mdingden G C R sdgs generera I (eller vara en
generatorméangd for I) om

I = {inxz

i=1

r, € R, x; € G, n€Z+}

Om G dr generatormdngd till idealet I skriver vi I = (G).

Sa ett ideal 1 R genererat av G bestar precis av alla dndliga linjarkom-
binationer av elementen i G med koefficienter i R. I Definition 1.3.3 kan
generatorméingden vara savil dndlig som odndlig. Ett ideal som har nagon
andlig generatorméangd kallas dndligtgenererat. Observera, i det odndligtge-
nererade fallet, att idealet I bestar av alla linjarkombinationer av dndligt
manga av dess generatorer med koefficienter i R.

Ett ideal I i en kommutativ ring R kallas ett principalideal om I = (a) for
nagot a € R, d.v.s. om det genereras av ett enda element. I &ar ett primideal
omab el = ae€lellerbel. I arett marimalideal om for varje ideal J
sa att I C J C R galler att I = J eller J = R.

Lat R vara en kommutativ ring och I ett ideal i R. For a € R 1at

[a| :={beR|a—-bel}
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V1 definierar sedan

R/I :={[a] : a € R}

For a € R kallar vi [a] en kongruensklass modulo I. S& R/I &r méngden av
alla kongruensklasser modulo I.
Vi kan definiera addition och multiplikation pa R/I genom:

[a] +[b] = [a+b]
[a] - [} = [ad]

for alla a,b € R. Under dessa operationer bildar R/I en kommutativ ring,
med [0] som additivt identitetselement och dér additiva inversen till [a] ges
av [—a] for alla a € R. Denna kommutativa ring kallas kvotringen fér R
modulo I.

Definition 1.3.4 (Nothersk ring). En kommutativ ring A dr néthersk om
alla ideal © A dr andligtgenererade.

Sats 1.3.5. Varje kropp dr en néthersk ring.

Bewvis. Lat k vara en kropp och I ett ideal i k. Om I = {0} genereras I av
{0} och &r séledes dndligtgenererat. Annars lat = € I déar x # 0. = € k som
ar en kropp, sa dirfor existerar 7! € k. Om nu y € k ér godtyckligt giller
enligt definition av ideal att y = y -1 = y(z~'z) = (yr~ Yz € I. Sa det
enda nollskilda idealet i k &r hela k som genereras av {1}. Varje ideal i k &r

saledes dndligtgenererat, d.v.s. k dr en nothersk ring. O

Definition 1.3.6 (Vixandekedjevillkoret). En kommutativ ring R sdgs upp-
fylla vixandekedjevillkoret, vilket hdr forkortas VKV, om det for varje vdz-
ande féljd

LChC

av ideal © R finns ett j € Z" sd att I, = I; for alla k > j.
Sats 1.3.7. Den kommutativa ringen R ar néthersk omm R uppfyller VKV.

Bevis. Antag att R &r nothersk och 1at Iy C Is C --- vara en viaxande kedja
av ideal i R. Sats 1.3.2 ger att J = Ujoil I ett ideal i R. Eftersom R dr
nothersk ar J andligtgenererad, sag J = (r1,22,...,%Tn). For varje i € Sy,
géller att z; € I, for nagot j; € ZT. Sd om k = max{j; | i € S,,} gller att
x; € I, for varje i € Sy, sd att J C I. Sa I} = I for varje | > k, och R
uppfyller VKV.

Antag omvént att R uppfyller VKV. Om R inte &r nothersk, finns ett
ideal I i R som inte ar &ndligtgenererat. Valj ¢; € I. Satt I; = (i1). Vi har
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da att Iy C I. Eftersom [I; ar éndligtgenererat, ar Iy # I. Vi kan da vélja
ett io € I\ I, och bilda Iy = (i1,i2). Vi har d& att I; C I C I. Eftersom I
ar andligtgenererad ar I # 5. Sa vi kan hitta ett i3 € I\ Io. Fortsidtter man
pa detta sdtt fas en vixande kedja

LCclLbc---CI

Men eftersom R uppfyller VKV maste da I = I; for nigot index j € Z7.
I ar da andligtgenererad med j generatorer, vilket motsager valet av I. S&
varje ideal i R ar dndligtgenererat, och R &r noéthersk. O

1.4 Polynomringar och monomideal

Ett polynom i en variabel x 6ver en kommutativ ring R ar ett uttryck pa
formen p(z) = 3! ja;z’ dir n € N, a; € R for i € {0,1,...,n}. Om
p(z) # 0 definieras graden for p(z) som det hogsta talet ¢ € N sa att a; # 0.
Denna betecknas deg p(x). For nollpolynomet p(x) = 0 &r gradbegreppet
inte definierat. Méngden av alla polynom i x dver R ar en kommutativ ring
som betecknas R[z].

Varje ideal i polynomringen k[z| 6ver en kropp k &dr ett principalideal.
Detta kan visas med hjélp av divisionsalgoritmen for polynom 6ver kroppar.
(Se [1], Theorem 4.2.2). S ett ideal i en polynomring éver en kropp har ge-
neratorméngder bestaende av ett enda element, vilket kan véljas godtyckligt
bland polynomen av minimal grad i idealet.

Genom en upprepning av definitionen av polynom i en variabel kan man
definiera polynom i flera variabler. Lat R vara en kommutativ ring. Da vet
vi att R[z1] 4r en kommutativ ring i variabeln z;. Men detta innebér att
vi kan definiera en polynomring 6ver R[z] i variabeln z9. Denna ring kal-
las polynomringen éver R i tva variabler x1,x2. Genom att upprepa denna
procedur kan vi definiera polynom i n variabler for godtyckligt n € Z™:

Definition 1.4.1 (Polynomring i n variabler). Lat R = Ry vara en kommu-
tativ ring och lit x = (x1,xa, ..., xy,) vara en n-tupel av oberoende variabler.
For k € S, lat Ry vara polynomringen dver Ry_1 @ variabeln xp. Ringen
R, kallas da polynomringen 6ver R i n variabler x1,zo,...,2, och beteck-
nas R[x] = R[z1,x2,...,2y|. Elementen i R[x] kallas polynom 6ver R i n
variabler.

I fortséttningen nér beteckningen R[x| anvénds underforstas att R[x] dr
polynomringen éver R i n variabler x1,x9,...,x, for nagot givet positivt
heltal n, om ej annat anges.
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Definition 1.4.2 (Monom). Ldt k vara en kropp. Ett monom i k[x| ar en

produkt pa formen x{*x5*--- 28 ddr ay,as, ..., a, € N.
Monomet z{*x5? - - - %" skrivs ofta kortare som x?, dér x = (x1,x2, ..., Zn)
och a = (a1, as,...,a,). Vektorn a € N kallas monomets multigrad, medan

monomets totalgrad ar y ;- ; a;.

Definition 1.4.3 (Minsta gemensamma multipel). Lit F = {mq,...,ms}
vara en mdngd av monom i polynomringen S. Monomet x* dr den minsta
gemensamma multipeln av F' om

1. m; | x® for alla i € Sy
2. Ommi|xb for allai € Sg sa ar a <b.

Vi anvinder beteckningen mgm F' for den minsta gemensamma multipeln av
F.

Sats 1.4.4. Lat k vara en kropp. Varje element i k[x] kan pa ett entydigt
sdtt skrivas som en dndlig linjarkombination av monom med koefficienter i

k.

Bewvis. Vi visar detta med induktion.

Basfall: Lat k[x] vara polynomringen 6ver k i en variabel z, och lat
p € k[z]. Ett monom i k[z] &r ett element pa formen x* dir a € N. En-
ligt definition av polynom kan vi skriva

k
p:Zaixi, keN, a; €k
i=0

vilket ar en &ndlig linjarkombination av monom med koefficienter i k. Lin-
jarkombinationen &r entydig eftersom tva polynom &r lika omm alla deras
koefficienter ar lika.

Induktionssteg: Antag att varje polynom i k[xy,zo,...,z,] kan skrivas
entydigt som en linjirkombination av monom och 1at p € k[x1, xo, ..., Tpy1].
Enligt definition av polynom i n+ 1 variabler ar da p ett polynom i variabeln
Zn+1 med koefficienter i k[z1, za, ..., z,], d.v.s.

k
pzzpix:H-l) kGN, pjek[xl,l'2,...,xn]
=0

Enligt induktionsantagandet kan p; for varje ¢ skrivas som en &ndlig linjér-
kombination av monom i k[z1, z9, ..., x,]. Vi kan alltsa skriva

pi= Y ciaX®, i€SE  ca€k
acN"
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dar for varje ¢ galler att ¢;a = 0 for alla utom &ndligt manga a. Da &r

k k
p=> ( 2 Ciax&‘) g1 =D D Ciay”

=0 \aeN" =0 acN"

dar y = (21,22,...,2Zn+1) och b; = (a1,az,...,ay,1). Detta ar en andlig
linjarkombination av monom i k[x1, xa, ..., z,+1] med koefficienter i k.
Antag nu att
b b
p= Z Chy = Z dpy
beNn+1 beNn+1

dér cp,dp = 0 for alla utom andligt manga b. Da &r

0= > @y’ Y dy’= > (b—dp)y"

beNn+1 b€N7l,+l bENTL+1
[e.¢]
:E E (cib — din)X* | Tj44
=0 \beNn+l

dar ib = (by,ba,...,bn,1),a = (b1,ba,...,b,) ochx = (21, 29,...,2,). Detta
ger att
Z (Cib — dib)Xa = O
beNn+1

for varje ¢ € N. Vénsterledet dr en dndlig linjarkombination av monom i
k[z1, 22, ..., 2,] med koefficienter i k, s& induktionsantagandet ger att ¢;p —
div, = 0, d.v.s. ¢ip = djp for varje i € N och b € N*t1. For varje i € N &r
alltsa C(by,ba,..rbnyi) — d(bl,bz,...,bn,i)v sa Cp = db for alla b € Nn+1. 1

Sats 1.4.5. Antag att u,v € N" och k[x] = k[z1,x2,...,2,] dr polynom-
ringen i n variabler éver kroppen k. Da gdller att:

(a) x"HV =x"xV
(b) u<vex"|xV.

; U, v _ U1,U2
Bewvis. (a) x"xY = 2]'z5? -

xutv,

L opln U102 Uy U1 U2 tv2 | uptun
T,"T1 Ty Ty = X4 Ty T, =

(b) Omu<virv=u+(v—u). Sa

<V — Xqu(vfu) — xUxv—u
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d.v.s. x" | xV.
Omvént, om x" | XV finns ett f € k[x] s& att x¥ = f - x". Sats 1.4.4 ger
att
f= Z Cax?, ca €k

acNn

dér cy = 0 for alla utom &ndligt manga a och koeflicienterna c, &r entydigt
bestdmda av f. Da ar

x¥ = ( E caxa> x" = E caxtH

acN”® acNn

Entydigheten i Sats 1.4.4 ger da att a+u = v fér nagota € N, sau <v. [

Definition 1.4.6 (Monomideal). Ldt k vara en kropp och k[x] polynomring-
en over k i n variabler. Ett ideal I C k[x| kallas ett monomideal i k[x] om
det genereras av en mdngd monom.

Sats 1.4.7. Lat k[x]| vara polynomringen i n variabler éver kroppen k. Lat
I =(x*|acA), dir A CN". Dd giller for givet b € N* att x® € I omm
x2 | xP for nagot a € A.

Bevis. Antag att b € N" s3 att xP € I. Eftersom I = (x? | a € A) giller att
T
Xb:Zhixai, hi €k[x], a; € A, r € Z"
i=1

Sats 1.4.4 ger att for varje ¢ kan vi skriva

si

hi = Z Cinaij, Cij c k, a;; eN”
j=1

Sa
T S;
i=1 j=1
Entydigheten i Sats 1.4.4 ger att x*+2i = xP for nagra i € S, och j € S,,.
Sa x® | xP for nagot a; € A.
Omvint, antag att x | xP for nagot a € A. Da finns ett ¢ € k[x] sa att
b

xP = ¢x®. Definitionen av ideal ger att x € I eftersom x® #r en generator
till 1. O

Sats 1.4.8. Tva monomideal ar lika omm de innehdller samma monom.
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Bevis. Om tva monomideal &r lika innehaller de forstas samma uppséttning
monom. Omvént, 1at I; och Is vara tva monomideal med samma uppséttning
monom, och 1at f € I;. Sats 1.4.4 ger att

k
f= E cix™
i=1
dér x® &r monom i Iy, i € S;. Men enligt antagande &r dessa &ven monom i

15. 58 f € I, d.v.s. I} C I. P4 samma sétt fas att Iy C I1,d.v.s. [1 = [5. [

Definition 1.4.9 (Kvadratfritt monom). Monomet x* € k[z1,...,x,] kallas
kvadratfritt om a € {0,1}".

Definition 1.4.10 (Kvadratfritt monomideal). Ett monomideal dr kvadrat-
fritt om det genereras av kvadratfria monom. Mdngden av alla kvadratfria
monomideal i polynomringen K[x|, dir x = (x1,x2,...,x,), betecknas i den-
na text I, .

Definition 1.4.11 (Primmonomideal). Ett primmonomideal dr ett monom-
ideal som samtidigt dr ett primideal.

1.5 Hilberts bassats

I detta avsnitt bevisas Hilberts bassats och nagra viktiga konsekvenser av
denna.

Sats 1.5.1. Lat R vara en kommutativ ring och a ett ideal i R[t]. Forn € N
lat a, vara mdngden

a, ={a € R|3p € a si att deg p=mn och a, = a} U {0} (1.4)
ddr a, dr koefficienten for t™ i p. Dé dr a, ett ideal i R.

Bevis. a, ar icketom eftersom 0 € a,. Lat a,b € a, och r,s € R. Om
ra + sb = 0 har vi att ra + sb € a,.

Under resten av beviset antar vi att ra+ sb # 0. Om a = 0 har vi d& att
sb# 0,84 s # 0 och b # 0. Eftersom b € a,, finns da ett p € a si att

p = bt" + lagregradstermer
Eftersom a &r ett ideal &r da sp € a dar

sp = (sb)t" + lagregradstermer
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sb # 0 ger da att ra + sb = sb € a,. Om istéllet b = 0 fas samma resultat
pa liknande sétt.
Om a # 0, b # 0 finns pg, pp € a sd att

pe = at™ + lagregradstermer
py = bt"™ + lagregradstermer

Eftersom a &r ett ideal &r rp, + spp € a och
P + spp = (ra + sb)t"™ + lagregradstermer

S& ra + sb ar ledande koefficient for ett polynom i R[t] av grad n, d.v.s.
ra+ sb € a,.
Detta visar att a,, ir ett ideal.

Sats 1.5.2 (Hilberts bassats). Om den kommutativa ringen R dr nothersk
ar dven R[t] nothersk.

Bewvis. Lat R vara néthersk och a ett ideal i R[t]. For varje n € N definiera
a, enligt (1.4). Sats 1.5.1 ger att a,, ar ett ideal i R. Antag for nagot givet
n € Natt a € a,. Om a # 0 dr d& a den ledande koefficienten i ett polynom
Pa € a av grad n. Men d& ar dven a den ledande koefficienten i polynomet
tpe av grad n + 1. Eftersom a ar ett ideal i R[t], p, € a och ¢t € RJ[t] s& &r
tp, € a. Sa a € a,41. Eftersom &ven 0 € a,41 foljer att a,, C a,41 for varje
n € N.
Vi har saledes att
ap Cap € -

dr en vixande foljd av ideal i R. Eftersom R &r nothersk ger Sats 1.3.7 att
R uppfyller VKV, sa det finns ett k € N sa att a,, = a; for alla n > k.

Lat i < k. Eftersom a; ar ett ideal i den nétherska ringen R &r a; dndligt-
genererad. Lat {a;j | j € Sp, for ndgot m; € N} vara en éndlig generator-
méngd for a;. For varje j € Sy, &r a;j € a;, sa a;; ar en ledande koefficient
for ett polynom f;; € R[t] av grad i.

Lat nu G = {fij | ¢ <k, j € Spn,}. Vi ska visa att G genererar a.
Antag att s& inte &ar fallet. D& finns polynom i a som inte kan skrivas som
en andlig linjarkombination av f;; med koefficienter i R[t]. Lat g vara ett
sadant polynom av ldgsta grad. Om deg g = d kan vi da skriva

g(t) = bt? + termer av ligre grad, b+#0.

Eftersom g € a &r da b € aq.
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Antag forst att d < k. Eftersom {fg | j € Sm,} &r en generatorméngd
for ag kan vi skriva

mq
b:ijadj, bj €R
j=1
Lat
mgq
h(t) = g(t) = > b f4(t) (1.5)
j=1
Eftersom g, fg; € a och a &r ett ideal i R[t], &r da h € a. Enligt definition
ar deg g = deg fg; = d sa deg h < d. Koefficienten for t4 1 h(t) ar b —
Z;n:il bjag; = 0 vilket ger att deg hy < d. Enligt valet av g kan da h skrivas
som en &ndlig linjairkombination av element f;; med koefficienter i R[t]. Men
da ger (1.5) att dven g kan skrivas som en sddan linjirkombination, vilket &r

en motsagelse.
Antag nu istéllet att d > k. Da ar ag = a, sa

dy
b= Z bjakj
=1
Later vi nu

di
h(t) = g(t) = Y bjfry (£)t*" (1.6)
j=1

far vi motsagelse pa liknande sdtt som forut.

Detta visar att den &ndliga méngden G genererar a, d.v.s. a dr dndligt-
genererad. Eftersom a var ett godtyckligt valt ideal i R[t] ger detta att R][t]
ar nothersk. O

Sats 1.5.3. Varje polynomring i n € Z* wvariabler éver en kropp k dr ndt-
hersk.

Bevis. Sats 1.3.5 och Hilberts Bassats ger att en polynomring 6ver k i en va-

riabel &r nothersk. Antag att k[xy, ..., x,] dr nothersk. Hilberts Bassats ger
da att dven klxy,...,xnt1] = k[z1,..., zp][Tns1] &r néthersk. Induktions-
principen visar satsen. L]

Sats 1.5.4. Lat k vara en kropp. Ett monomideal i k[x] har en entydig
minimal generatormdngd av monom, och denna mdngd dr dndlig.
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Bevis. Antag att I ar ett monomideal i k[x|. Hilberts Bassats ger att I har
en andlig generatorméngd av monom. Lat G| vara en minimal sddan. For
att visa att denna &r entydig antar vi att Go # G &r en annan minimal
generatorméngd av monom. D& finns ett monom x* € Gp \ G eller x® €
G2\ G1. Vi kan anta att x* € G\ Gy. Eftersom x® € G giller speciellt att
x2 € I. Sa det finns ett monom xP € Go si att xP | x2. Sats 1.4.5 (b) ger
att b < a. Eftersom x® ¢ G2 sa dr b < a.

xP € Gy ger att dven xP € I. Sa det finns ett x© € G sa att x© | xP. Sa
x¢ | x®, ddr ¢ < b < a. Detta innebér att méngden G\ {x?} ocksa genererar
1. Detta motséger att G; var en minimal generatormingd. Antagandet att
G1 # G4 var saledes falskt och darmed G = Gs. ]

Sats 1.5.5. Om I dr ett monomideal i k[x] och f € I med

k
f:Zc,;x‘“, ci €k
i=1

sa dr x* € I for varje i € Sy.

Bevis. Antag att I dr ett monomideal i k[z1, xo, ..., x,] och att f = Ele c;x%i,
Sats 1.5.4 ger att I har en minimal #ndlig generatormingd {x,x%2 ... x"}
fér nagot | € N. Sa

l
f= chxbj, ¢; € kix]
j=1

Sats 1.4.7 ger att

for varje j € ;. Detta ger att

I my

f = Z ZCindij—i_bj, Cij € k

j=1 i=1

For varje i € S, ger entydigheten i Sats 1.4.4 att x% = x%it% for nagot
j € 8. For detta j dr da x% | x%. Sats 1.4.7 ger att x% € I. O

Sats 1.5.6. Om I och J dr monomideal gdller att I N J dar ett monomideal.

Bevis. Antag att I och J &r monomideal i klz1,x9,...,x,]. Sats 1.3.1 ger
att IN.J &r ett ideal. Aterstar att se att det genereras av monom. Enligt Sats
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1.5.4 har I och J entydiga minimala &ndliga generatorméngder av monom,
sig I = (x™,x%,... ,x%) och J = (x"1 x% ... x%). For i € Sy och
j €Sy, lat a; = (aﬂ,aig,. . .,am> och b;, = (bjl,bjg, .. .,bjn), och 1at Cij =
(max{aii, bj1 }, max{a;2, bja}, ..., max{an, bjn}). Lat H vara monomidealet
genererat av monomen X% for ¢ € S, och j € 5.

Antag att f e INJ. Daar f €1 och f € J. Enligt Sats 1.4.4 giller att

S
f:Zrmxcm rmek, ¢,eN"
m=1

Eftersom I och J &r monomideal ger Sats 1.5.5 att x“» € I och x°™ € J for
varje m € Ss. Sats 1.4.7 ger att x% | x°» for nagot i € Sy, och x% | x°m for
nagot j € S;. Da géller att x“J | x° for nagot i € Sk, j € S;. Sa x“» € H
for varje m € Ss. Detta ger att f € H,sa INJ C H.

Antag omvant att f € H. Da &r

f= > dyx",  dij €klx] (1.7)
(4,5)€SK XS]

Enligt definition av ¢;; géller att a; < ¢;; och éven b; < ¢;j. Sa varje term i
(1.7) ar delbar med x% for nagot i € Sy och med x% for nagot j € 5. Detta
innebér att f € T och f e J,dvs. felINnJ. S&a H CINJ,och vihar visat
att H = 1N J. Detta visar att I N J ar ett monomideal. O
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Kapitel 2

Moduler

I detta avsnitt ges en introduktion till moduler och vissa begrepp inom mo-
dulteorin som kommer att anvindas i senare avsnitt. Vi kommer att begransa
oss till att definiera moduler 6ver kommutativa ringar, eftersom det endast
ar dessa som kommer att anvindas i denna text.

2.1 Moduler och modulhomomorfier

Definition 2.1.1 (Modul). Lat R vara en kommutativ ring. En R-modul
M (dven bendmnd modul dver R) ar en abelsk grupp tillsammans med en
avbildning R x M — M, (a,x) — az, sd att

alx+y) = ar+ay (2.1)
(a+bx = ar+bx (2.2)
(ab)x = a(bx) (2.3)
l-z = o (2.4)

for alla a,b € R, x,y € M och ddr 1 dr det multiplikativa identitetselementet
1 R.

Om R ar en kommutativ ring anvinds beteckningen modpg for klassen
av alla R-moduler.

Exempel 2.1.2. Polynomringen éver den kommutativa ringen R i n vari-
abler dr en R-modul.

Exempel 2.1.3. Lit M wvara en R-modul dver en kommutativ ring R och
lat M™ vara mdngden av alla n-tupler med element i M. Vi betraktar hdr

19
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elementen © M™ som kolonnvektorer; ddrav anvandningen av beteckningen T'
for transponat. Dessa kolonnvektorer kommer senare att anvindas vid ma-
trisrdkningar.
Addition och multiplikation med skaldr i M™ definieras av

ut+v = (U1 +vl,u2+vz,.--,un+vn)T
au = (aui,auy,...,au,)’
dir u = (ug,ug, ..., up)’ € M", v = (v1,va,...,v,)T € M™ och a € R. Dd
dr dven M™ en R-modul. Modulegenskaperna i Definition 2.1.1 filjer enkelt
av att M dr en R-modul.

Exempel 2.1.4. En kommutativ ring R kan betraktas som en modul over
sig sjalv, ddar avbildningen R x R — R dr ringmultiplikationen © R. Liksom
1 Bxempel 2.1.3 dr da dven mdangden R™ av m-tupler av element i R en
R-modul.

Definition 2.1.5 (Vektorrum). Ett vektorrum dr en modul éver en kropp.

En delméingd av en modul M som sjélv &r en modul (under samma mo-
duloperation) kallas en delmodul till M. Detta kan ocksa definieras som:

Definition 2.1.6 (Delmodul). Lat R vara en kommutativ ring och M en
R-modul. L C M dr en delmodul till M om

1. L dr en additiv delgrupp av M.

2.a€eR xe L= axelL.

Definition 2.1.7 (Delrum). En delmodul av ett vektorrum V kallas ett del-
rum av V.

Exempel 2.1.8. Lit R vara en kommutativ ring. Exempel 2.1.4 ger att R
kan betraktas som en R-modul. Om I dr ett ideal © R dr da I en delmodul av
R. Om R dr en nothersk ring har vi dessutom att I dr en dndligtgenererad
delmodul av R.

Lat R vara en kommutativ ring, M en R-modul och a ett ideal i R.
Definiera

aM = { Z Ay : Gy € a,a, = 0 for alla utom andligt manga a:}
zeM

Sa aM &ar mingden av alla &dndliga linjarkombinationer av element i M
med koefficienter fran a.
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Sats 2.1.9. Lat R vara en kommutativ ring, M en R-modul och a ett ideal
1 R. Dd dr aM en delmodul av M .

Bewvis. Enligt definition av R-modul & aM C M. Antag att a,b € aM .
Da dr a = Y a0z, b = > cprber med ag,b, € a, dir ag,b, = 0 for
alla utom andligt manga x. Eftersom summorna &r dndliga och a &r ett
ideal géller da att a =b = Y 3/ (a; £by)r € aM. Om r € R har vi att
T =1 carGa® = Y o cn(rag)r € aM. Sa aM ér en delmodul av M. [

Sats 2.1.10. Lat R wvara en kommutativ ring, M en R-modul och L en
delmodul till M. Definiera o : R x M/L — M/L sa att a(a,[z]) = [ax].
Kvotgruppen M /L tillsammans med avbildningen o dr da en R-modul.

Bevis. Vi borjar med att verifiera att avbildningen « &r véldefinierad. Lat
a € R och lat x,y € M vara sddana att [z] = [y] i M/L. Da géller att
x—y € L, och eftersom L &r en delmodul till M foljer att &dven a(x —y) € L.
Men d& ar ax—ay € L, d.v.s. [ax] = [ay]. S& a(a, [z]) = a(a, [y]) om [z] = [y].

For resten av beviset later vi a,b € R och [z], [y] € M /L vara godtyckliga.
Vi verifierar modulaxiomen (2.1) - (2.4):

a(a, [z +y]) = la(z + y)] = [az + ay] = [az] + [ay] = a(a, [2]) + a(a, [y])
ala+b,[z]) = [(a+b)z] = [az + bz] = [az] + [bz] = a(a, [z]) + a(b, [z])
a(ab, [z]) = [(ab)z)] = la(bx)] = a(a, [bz])

a(l, [z]) = [1z] = [2]

Sa M/L tillsammans med avbildningen « &r en R-modul. O

Definition 2.1.11 (Kvotmodul). Modulen definierad i Sats 2.1.10 kallas en
kvotmodul for M.

Sats 2.1.12. Lat R vara en kommutativ ring, M en R-modul och a ett ideal
i R. Dd kan M/aM betraktas som en modul éver R/a.

Bevis. Sats 2.1.9 ger att aM ar en delmodul av M, s& kvotmodulen M /aM
ar definierad. Eftersom a dr ett ideal i R ar ocksé kvotringen R/a definierad.
Definiera en avbildning R/a x M/aM — M/aM genom [r][x] := [rz] for
varjer € R,z € M.

For att visa att avbildningen &r véldefinierad, 1at r, s € R med [r] = [s] i
R/aoch z,y € M med [x] = [y] i M/aM.Daédrr—s€aochx—y € aM,
sa

re—sy=re—ry+ry—sy=r(x—y)+(r—s)y
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aM &r en R-modul och r € R sa r(x —y) € aM. Aven (r — s)y € aM, sa
re — sy = aM, och diarmed [rz] = [sy].
Lat nu a,b € R och z,y € M. D& &r

[a]([z] + [¥]) = lallz +y] = [a(z +y)] = [az + ay] =
= [az] + [ay] = [a][z] + [a][y]
(la] + [b))[z] = [a +b][z] = [(a + b)a] = [ax + bx]
= lax] + [bz] = [a][x] + [b][«]
([a][b])[z] = [ab][z] = [(ab)z] = [a(bx)] = [a][bx] = [a]([b][x])
[[z] = [12] = [«]
Detta gor M/aM till en modul éver R/a. O

Definition 2.1.13 (Modulhomomorfi). Ldt R vara en kommutativ ring och
M, N vara R-moduler. En modulhomomorfi ¢ : M — N dr en avbildning sd
att

plaz +by) = ap(x) + bp(y) (2.5)

for alla a,b € R och x,y € M. Mdingden av alla modulhomomorfier fran M
till N betecknas Hompg(M, N).

(2.5) ger foljande enkla egenskaper hos modulhomomorfier:

plzty) = o) E£ey) (2.6)
plax) = ap(z) (2.7)
p(0) = 0 (2.8)
p(—z) = —p(2) (2.9)

for z,y € M och a € R.

Sats 2.1.14. Lat R vara en kommutativ ring och K, L, M vara R-moduler.
Om f: K — L och g:L— M dr modulhomomorfier dr sammansdttningen
go f en modulhomomorfi.

Beuvis. Lat a,b € R och x,y € K. Da ar

go flaz+by) = g(f(az +by)) 2 glaf(x) +bf(y))
D ag(f(x)) +bg(F(y)) = algo f)(x) +blgo F)(y)

dar (1) foljer av att f dr en modulhomomorfi och (2) av att g &r en modul-
homomorfi. Sa g o f 4r en modulhomomorfi. O
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Definition 2.1.15 (Modulisomorfi). Lat R vara en kommutativ ring och
M, N vara R-moduler. En bijektiv homomorfi ¢ : M — N kallas en modul-
isomorfi. Man sager dd att M och N dr isomorfa och skriver M ~ N.

Om R ar en kommutativ ring och M en R-modul &r avbildningen Id,y :
M — M given av x — z for varje £ € M en modulisomorfi. Denna avbildning
kallas identitetsavbildningen pa M.

Om R ar en kommutativ ring och M, N & R-moduler &r avbildningen
0: M — N given av x — 0 {or varje x € M en modulhomomorfi kallad
nollhomomorfin.

Sats 2.1.16. Lat R vara en kommutativ ring och M, N vara R-moduler. Da
dr Homp(M, N) en R-modul under operationerna

(f+9)(=@) = flx)+g(x)
(af)(z) = af(z)

forx € M och a € R.

Bevis. Lat f,g € Homp(M,N). f,g ar alltsd avbildningar fran M till N.
Eftersom N &r en modul géller da for varje x € M,a € R att f(z)+g(x) € N
och af(z) € N,sa f+ g och af ar avbildningar fran M till N. For z,y € M
och r, s € R géller att

(f+9)(rz+sy) = (f +9)(rz) + (f + g)(sy)
= f(rz) +g(rz) + f(sy) + g(sy) = rf(z) +rg(z) + sf(y) + sg9(y)
r(f(x) +g(x)) +s(f(y) +9(y) = r(f + g)(x) + s(f +9)(y)

(af)(rz +sy) = af(re + sy) = a(rf(z) + sf(y)) = arf(z) + asf(y)
= r(af)(x) +s(af)(y)

Sa f+g,af € Homg(M,N) for f,g € Homgp(M,N) och a € R. For f,g,h €
Homp (M, N) géaller

[(f +9) +hl(z) = (f + 9) (@) + h(z) = (f(z) + g(x)) + h(z)
= [f(@)+ (9(z) + h(z)) = f(2) + (g + h)(x) = [f + (¢ + W) (z)

(f+9)(@) = f(@)+g(@) =g(x)+ f(z) = (9 + f)(z)
Sa (f+g)+h=f+(g+h)och f+g=g+ f. Eftersom

(0+/)(x) = 0(2)+f(x) = 0+f(z) = f(z) = f(2)+0 = f(2)+0(x) = (f+0)(x)
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ar 0+ f = f+0 = f, si 0 ett identitetselement for Homp(M, N). For
f € Hompg(M, N) definierar vi —f s& att (—f)(x) = — f(z) for varje x € M.
Da ar

(f+ (@) = f) = f(2) =0 = —f(z) + f(z) = (=] + f)(z)

sa f+ (—f) = (=f)+ f =0, vilket innebér att —f &r en invers till f. Detta
gor Homp (M, N) till en abelsk grupp.
Lat nu f,g € Homp(M, N) och a,b € R. For € M géller da att

[a(f +9)l(x) = a(f + 9)(z) = a(f(2) + g(2)) = af (z) + ag(x)
af)(x) + (ag)(x)

(@ +0)f](x) = (a+b)f(z) = af(x) + bf (x) = (af)(z) + (bf)(x)
(ab) f](x) = (ab) f(z) = a(bf(x)) = a(bf)(x)

1pfl(z) =1 f(zx) = f(2)

Sa a(f+g) = af +ag, (a+b)f=af +bf, (ab)f = a(bf) och 1rf = f, och
vi har visat att Homp(M, N) &r en R-modul. O

(
[
[
[

Definition 2.1.17 (Kérna). Lit R vara en kommutativ ring, M, N vara
R-moduler och ¢ : M — N en modulhomomorfi. Mdingden

Ker p= {z e M| p(x)=0}
kallas kdrnan for .

Karnan for en modulhomomorfi bestar alltsa av alla punkter i definitions-
méngden som avbildas pa nollan. Enligt (2.8) ligger alltid 0 i kirnan for en
modulhomomorfi.

Definition 2.1.18 (Bild). Ldt R vara en kommutativ ring, M, N vara R-
moduler och ¢ : M — N en modulhomomorfi. Mdngden

Im ¢ = {p(z) |z € M}
kallas bilden for .

Sats 2.1.19. Ldat R vara en kommutativ ring, M, N wvara R-moduler och
p: M — N en modulhomomorfi. Da gdller att

(a) Ker ¢ dr en delmodul av M.

(b) Im ¢ dr en delmodul av N.
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Bevis. (a) Om x,y € Ker ¢ ar ¢(x) = ¢(y) = 0. ¢ ar en modulhomomorfi,
s (2.6) ger att p(z +y) = p(x) £ p(y) =0. S& x £y € Ker ¢. (2.8) ger att
0 € Ker ¢, sa Ker ¢ &r en additiv delgrupp till M.

Lat nu a € R och = € Ker ¢. Da ar ¢(x) = 0. S& (2.7) ger att p(ax) =
ap(x) =0, d.v.s. ax € Ker .

Detta visar att Ker ¢ dr en delmodul till M.

(b) Vi har att Im ¢ C N. Om z,y € Im ¢ finns m,n € M sa att
w(m) = x och p(n) = y. M &r sluten under addition och subtraktion, sa
m=En € M. Da ger (2.6) att o(m £ n) = p(m) £ p(n) = z £ y. Definition
2.1.18 ger da att z +y € Im ¢. Eftersom ¢(0) = 0 har vi &ven att 0 € Im .
Detta ger att Im ¢ ar en additiv delgrupp av N.

Lat nu @ € R och z € Im ¢. Da finns ett m € M sa att p(m) = x.
Eftersom M &r en R-modul giller att am € M, s& (2.7) ger att p(am) =
ap(m) = ax. Sd ax € Im .

Detta visar att Im ¢ &r en delmodul till V.

O

Sats 2.1.20. Lat R wvara en kommutativ ring, M, N wvara R-moduler och
@ : M — N en modulhomomorfi. Da gdller att

(a) Ker ¢ = {0} omm ¢ dar injektiv.
(b) Im ¢ = N omm ¢ dr surjektiv.

Bevis. (a) Antag att Ker ¢ = {0}. Om u,v € M sé& att p(u) = p(v) giller
att o(u) — p(v) = 0. ¢ ar en homomorfi, s da ar p(u — v) = 0 si att
u — v € Ker ¢. Antagandet ger da att u — v = 0, d.v.s. u = v. S& ¢ ar
injektiv.

Antag omvént att ¢ &r injektiv. Om u € Ker ¢ géller att p(u) = 0 =
©(0). Antagandet ger att u = 0, s Ker ¢ = {0}.

(b) Antag att Im ¢ = N och lat n € N. Enligt antagandet finns ett
m € M sa att p(m) = n, d.v.s. ¢ &r surjektiv.

Antag omvint att ¢ &r surjektiv. Om n € N finns da ett m € M si att
©(m) =n,san € Im @. Detta ger att N C Im . Det &r klart att Im ¢ C N,
sa Im ¢ = N. O

Definition 2.1.21 (Summa). Ldit M vara en modul och F = {M; | i € I}
en familj av delmoduler till M, ddr I dr ndagon indexmdngd. Da definieras
summan av F som

(v

icl

x; € My, x; =0 for alla utom dndligt manga z}
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Vi betecknar denna

YN F=) M

i€l

eller ibland da I dr dndlig:

My + -+ M,

2.2 Baser

Definition 2.2.1 (Linjirt oberoende méngd). Ldt R vara en kommutativ
ring och M en R-modul. En delmdngd S C M dr linjart oberoende om

n
Zaixi:Ozai:O, 1€ 5,
i=1

dir xi,...,on €S, x; #x; da i # j och a; € R fori € S,.

Lat S € M vara linjart oberoende och T' C S. Antag att

n
g a;x; =0
i=1

dér a; € R och x; € T for i € S,. Eftersom S &r linjart oberoende och
x; € S for varje i € S, galler da att a; = 0 for ¢ € S,,. Sa dven T &ar linjart
oberoende.

Definition 2.2.2 (Generatorméngd). Lit R vara en kommutativ ring och
M en R-modul. En delmdngd S C M dr en generatormangd till M om varje
element x € M, x # 0, kan skrivas som

n
= E a;v;,
=1

dir z; € S och a; € R fori € Sy, och x; # xj om i # j. Vi skriver M = (S).

Om S &r en generatorméangd till M séger vi ocksa att S genererar M
eller att M spdnns upp av S. Att S genererar M innebér alltsd att varje
element i M kan skrivas som en dndlig linjarkombination av element i .S, med
koefficienter i R. Liksom for ideal sdger vi att en modul ar dndligtgenererad
om den har en dndlig generatorméngd.
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Definition 2.2.3 (Bas). Ldt R vara en kommutativ ring och M en R-modul.
En delméingd B C M ar en bas for M om den dr en linjdrt oberoende
generatormdngd till M .

Definition 2.2.4 (Fri modul). En modul M oéver en kommutativ ring R
sdgs vara fri om den har en bas.

Varje vektorrum &ar en fri modul, vilket &r en f6ljd av nedanstaende sats.
I beviset anvinds en ekvivalent form av urvalsaxiomet kallat Zorns lemma.

Zorns lemma Lat M vara en icketom familj av méngder. Om for varje
vaxande foljd My C My C --- déar M; € M finns ett U € M sa att M; CU
for varje i € ZT, sd har M ett maximalt element.

Sats 2.2.5. Lat V wara ett vektorrum over kroppen k, S en generatormdngd
for V. och L C S en linjirt oberoende mdngd. Dé finns en bas B for V' sd att
LCBCS.

Bevis. Lat M vara méngden av alla linjirt oberoende delméngder L' av V/
med LCL' CS. LeM,sa M=#@. Lat My C My C --- vara en vixande
f5ljd av méngder i M, och definiera L := U, M;. Da &r M; C L C S for
varje 1.

Antag nu att E?Zl ajzj = 0 dér aj € k, z; € L och n € Z*. Fér varje
j € Sp vet viatt x; € M;; for nagot i; € Z*. Lat k = max_, i;. Da ar
xj € My, for varje j € S,,. Men M}, € M och dr ddrmed linjart oberoende.
Detta ger att a; = 0 for alla j € S,,. L ar alltsa linjart oberoende, sa L € M.
Zorns lemma ger att M har ett maximalt element B.

Antag att s € S. Om s € B ar det trivialt att s kan skrivas som linjér-
kombination av element i B. Antag att s ¢ B. Da ar B C BU{s} C S.
Eftersom B ar ett maximalt element i M ar B U {s} linjart beroende, s&

as+2abb:0

beB

dér a # 0, ap = 0 for alla utom &dndligt manga b. Eftersom k &r en kropp och
a # 0 existerar a=! € k, och

s = Z(—ailab)b

beB

Sa varje s € S kan skrivas som en &ndlig linjarkombination av element i B.
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Antag nu att x € V. Eftersom S genererar V' kan vi da skriva z som en
dndlig linjarkombination av element i S och ddrmed enligt ovan som en dndlig
linjairkombination av element i B. Sa& B genererar hela V och &r ddrmed en
bas for V. O

Sats 2.2.6. Lat V wvara ett vektorrum.
(a) Om L CV dr linjirt oberoende finns en bas B till V s att L C B.
(b) Om S dr en generatormdngd till V' finns en bas B till V sa att B C S.
(c) V dr en fri modul.

Bevis. Detta ar en foljd av Sats 2.2.5: (a) foljer genom att sitta S =V, (b)
genom att sitta L = & och (¢) genom att kombinera (a) och (b). O

Sats 2.2.7. Lat V wvara ett vektorrum éver k som har nagon dndlig bas. Da
bestar varje bas till V' av samma antal element.

Bewvis. Lat m vara den minsta méjliga kardinaliteten hos nagon bas for V.
Av antagandet vet vi att m &r éndligt. Lat B = {ei,..., e} vara en bas for
V', och lat B’ vara en annan bas for V. Vi vet d& att B’ har minst m element.
Lat F':={f1, fa,..., fm} C B'. Eftersom B’ ar linjart oberoende ar dven F
linjart oberoende. B ar en generatorméngd for V', sa f; kan skrivas som

m
f1 = Zaliei, ay; € k for i € S,
=1

Vi har har att aq; # 0 {6r nagot i € Sp,. Vi kan anta att aq; # 0 (om inte,
gor en omindexering s& att detta géller). Eftersom k ar en kropp existerar
aji € k och

m
—1 E —1
=2

Detta innebéar att By := {f1,e2,es,...,en} ar en generatorméangd for V. Om
m > 2 kan vi da skriva

m
fo=azf1+ ZGQieia az; € k for i € S,
i—2

Eftersom B’ &r linjart oberoende ar ag; # 0 for nagot ¢ = 2,...,m. Vi
kan anta att ase # 0. P4 samma sétt som ovan kan man se att méngden
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Bs = {f1, f2,€3,...,en} ar en generatorméngd for V. Vi kan fortsitta denna
procedur for f;, i € S,,. Detta ger att B,, = F' ar en generatorméngd for V.

Om nu F # B, 1at x € B'\ F. Eftersom B’ ar linjart oberoende kan inte
x skrivas som en linjarkombination av element i F', vilket motsédger att F' ar
en generatorméngd for V. Allts& ar F' = B’, sa4 B’ har m element. O

Sats 2.2.8. Lat R vara en kommutativ ring och M en fri R-modul med
bas B = {e; | i € I} dar I dr nagon indexmdngd. Dd kan varje element
x €M, x#0, pi ett entydigt sitt skrivas som

T = Zaiei (2.10)
el
dir a; € R och e; = 0 for alla utom dndligt mdanga @ € I.

Bevis. Lat © € M, x # 0. B &r en generatorméngd till M, sa x kan skrivas
pa formen (2.10). Antag nu att vi ocksa kan skriva

xTr = Zblez

el

dér b; € R och e; = 0 for alla utom andligt manga ¢ € I. Da ar

OZx—x:Zaiei—Zbiei :Z(ai—bi)ei

el i€l i€J

dér J C I 4r méngden av alla index j € I sa att a; # 0 eller b; # 0. Eftersom
B ar linjart oberoende &ar a; — b; = 0 for alla i € J. Sa a; = b; for alla i € J
ocha;=b;=0forallaiel\J.

Sa de tva framstédllningarna av x som linjdrkombinationer av element i
B ar egentligen samma (bortsett mojligen fran ordningen pé termerna). [J

Elementen a; i (2.10) kallas koordinater for z i basen B. Sats 2.2.8 siager
alltsa att varje element i M har en entydig uppsattning koordinater i B.

En homomorfi pa en fri modul &r fullstdndigt bestdmd av viardena péa dess
baselement, vilket foljande sats visar.

Sats 2.2.9. Lat M wvara en fri modul éver en kommutativ ring R med bas
B = {e; : i € I}, dar I dr nagon indexmdngd. Om N dr en R-modul och
¢i € N fori €1 finns en entydig homomorfi T : M — N sd att 7(e;) = ¢;.
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Bevis. Definiera 7: M — N genom
T(z) = Z a;c;
i€l
dér {a; | i € I} &r koordinaterna for z i B. For varje i € I ar da 7(e;) = ¢;.
Om z,y € M kan vi enligt Sats 2.2.8 hitta entydiga a;,b; € R sé att

T = Zaiei, Yy = Zbiei

i€l i€l

dar a;, bj = 0 for alla utom andligt manga ¢,5 € 1. Da ar

T(x+y) =1 (Z a;e; + Z b,-ei> =T (Z(ai + bi)ei>

i€l i€l i€l
= (G +bi)7(e) =Y (ai+bi)ei =D aici+ Y bic
i€l iel iel iel
= Z a;7(e;) + Z biT(e;) =T (Z aiei> +7 (Z biei>
i€l iel iel iel
~ () +7(y)

Om ¢ € R géller att

T(cx) = TC <Z aiei> = cz a;7(e;) = cz a;jc; = cr(x)

iel iel iel
S& 7 ar en homomorfi.

For entydighet, 1at 7 vara en homomorfi s& att 7(e;) = ¢;. Om x € M
kan vi enligt Sats 2.2.8 pa ett entydigt sitt skriva

xr = E a;€;
iel

dér a; = 0 for alla utom &ndligt ménga ¢ € I. Da &r

T(z) =1 (Z aiel) = Zaﬂ(ei) = Zaici

i€l i€l i€l
Sa 7(z) &r ett valbestdmt element i N for varje x € M. O

Sats 2.2.10. Ldt R vara en kommutativ ring, F en fri R-modul och M, N
godtyckliga R-moduler. Om p : M — N dr en surjektiv homomorfi och f :
F — N dr en homomorfi sd finns en homomorfi g: F — M sd att f = pog.
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Bevis. F ar fri och har ddrmed en bas X. Eftersom p &r surjektiv kan vi
for varje x € X vélja ett u, € M s& att p(u,) = f(x). Enligt Sats 2.2.9
finns en entydig homomorfi g : F — M si att g(z) = u, for z € X. D& ar
pog(z) =plg(z)) = pluy) = f(x) for z € X. p och g &r bada homomorfier,
sa Sats 2.1.14 ger att po g dr en homomorfi. Entydigheten i sats 2.2.9 ger da
att f=pog. O

Sats 2.2.11. Om en fri modul M éver en kommutativ ring R har en bas
bestdende av n € ZT element bestdr varje bas for M av n element.

Bevis. Lat B ={ey,...,e,} vara en bas for M, och 1at m vara ett maximal-
ideal 1 R. Sats 2.1.12 ger att M/mM &r ett vektorrum éver R/m.

Antag att a € M/mM. Da éar a = [z] for nagot x € M. Eftersom B &r en
bas for M kan vi skriva

n
x:Zaiei, a; € RforielsS,
i=1

Da ar . .
a= [Z aiez} = Z[ai} i,
i=1 i=1
dar [a;] € R/m, [e;] € M/mM for i € S,,. S& B := {[e1],...,[en]} &r en

generatorméngd for M /mM.

Antag att > [a;][e;] = 0. Da ar [> ;- aie;] =0, 884 Y 1" | aje; € mM.
Dadr )y ;| aje; = Z?Zl bjy; for nagot k € Z" och nagra b; € moch y; € R.
Nu vet vi att B genererar M, sd y; = Y i cjie; for varje j € Sy, dar ¢j; € R.
Detta ger att

n n k
E a;e; = E E bjcjiei.
=1 i=1 j=1

Eftersom B &r linjart oberoende foljer att for varje i € S, giller a; =

Z?:l bjcji € m, d.v.s. [a;] = 0. Detta visar att B’ &r linjirt oberoende
och saledes en bas for M/mM. Sats 2.2.7 ger att varje bas till M/mM har
n element. Detta ger att dven varje bas for M maste ha n element. O

Definition 2.2.12 (Rang fér modul). En fri modul M éver en kommutativ
ring som har en bas bestaende av n € N element sigs ha rangen n vilken
betecknas rang M. Vi siger dd att M har &ndlig rang.

Ett vektorrum V' av dndlig rang séigs vara dndligtdimensionellt och dess
rang kallas vektorrummets dimension. Denna betecknas dim V. Observera
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att man vanligtvis inte anvinder begreppet dimension fér moduler generellt.
Notera ocksé att begreppet rang inte ar definierat fér en ickefri modul.

Sats 2.2.13. Ldt k vara en kropp, V,W wvektorrum dver k och ¢ : V. — W
en isomorfi. Da dr B C 'V en bas for V. omm @(B) dr en bas for W.

Bevis. Antag att B ar en bas for V. Vi har att o(B) C W. Antag att

n
> aiyi =0
i=1

dirn € Z", a; €k, y; € p(B) for allai € S, och y; # y; om i # j. For varje
i € Sy har vi att y; = ¢(x;) for nagot x; € B. Detta ger, tillsammans med
att ¢ ar en homomorfi, att

0="> aip(z;) = ¢ (Z am)
=1 i=1

Eftersom ¢ ar injektiv ger Sats 2.1.20 (a) att > ; a;z; = 0. Om i # j vet
vi att y; # yj;, sd o(x;) # ¢(x)), sd z; # x;. Eftersom B r linjért oberoende
har vi d& att a; = 0 for alla i. Detta visar att ¢(B) &r linjért oberoende.

Antag nu att w € W. Eftersom ¢ &r surjektiv finns ett v € V s att
o(v) = w. Eftersom B spénner upp V kan vi skriva

n
v = E a;XTq
i=1

for nagot n € Z™T, och dir a; € k och x; € B for i € S,,. Da ér

w=pv) = (Z a:c) = Z aip(z;)

som ar en linjarkombination av element i ¢(B) med koefficienter i k. S& ¢ (B)
spanner upp W.

Detta visar att p(B) ar en bas for W.

Antag omvint att B C V ar en méangd sa att o(B) ar en bas for W.
@ 1 : W — V ir en isomorfi och B = ¢~ !(p(B)). Detta ger att B #r en bas
for V enligt ovan. O

Sats 2.2.14. Lat k vara en kropp och V,W dandligtdimensionella vektorrum
over k. Da ar V=W omm dim V = dim W.
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Bevis. Lat m := dim V, n := dim W och antag att V =~ W. Da finns en
isomorfi ¢ : V' — W. Sats 2.2.6 ger att V har en bas B med |B| = m. Sats
2.2.13 ger att ¢(B) ar en bas for W. Vi har da att |p(B)| =n, d.v.s. n < m.
Om by # by dér by, be € B géller dessutom att ¢(by) # ¢(ba), eftersom ¢ &r
injektiv. S& det géller &ven att m < n. S& m =n, d.v.s. dim V = dim W.

Omvént, antag att dim V' = dim W = n, och lat A = {a1,...,a,} och
B ={b1,...,b,} vara baser for V respektive W. Eftersom A dr en bas for V'
kan varje v € V skrivas som

v:Zviai, v, €k forie S, (2.11)

Definiera funktionen ¢ : V. — W genom

p(v) = Z v;b;

i=1

omv € V ges av uttrycket (2.11). Sats 2.2.8 siger att koefficienterna vy, ..., v,
i (2.11) ar entydigt bestdmda av v, s ¢ &ar en véldefinierad avbildning fran
V till W. Speciellt géller att p(a;) = b; for i € S,,. Sa

(Z ) — (v Zvlb _ Zw @)

s& @ ar en homomorfi.

Om w € W giller eftersom B &r en bas for W att

w—zw,b —ZW a;) = (Zw)

for nagra w; € k, sa ¢ &r surjektiv.
Antag att p(u) = ¢(v) for u,v € V. Eftersom A spanner upp V kan vi
skriva

n n
u = E Uiy UV = E Vi
i=1 i=1
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for nagra u;,v; €k, 4,5 € S,. Da ar

¥ (Z uﬂh‘) = ¥ (Z Uz'az‘>
i=1 i=1
Zuz‘sﬂ(ai) = va(ai)

n n
E ub; = g v;b;
i=1 =1

Sa > (ui — v;)b; = 0. B ar linjért oberoende ger att u; — v; = 0 for alla
1 € Sy, d.v.s. u; = v; for alla ¢ € S,,. Detta ger att u = v och ¢ &r injektiv.
Vi har visat att ¢ &r en isomorfi, sa V ~ W. O

2.3 Direkt summa och Dimensionssatsen

Definition 2.3.1 (Rang och nullitet for homomorfi). Lat R vara en kom-
mutativ ring, M och N vara R-moduler samt ¢ : M — N wvara en modul-
homomorfi. rang Im ¢ kallas rangen for ¢ och betecknas rang ¢. rang Ker ¢
kallas nulliteten for ¢ och betecknas null ¢.

Definition 2.3.2 (Direkt summa). Lit M vara en modul éver en kommu-
tativ ring R och F = {M; | i € 1} en familj av delmoduler av M, déar I dar
ndgon indexmdngd. Antag att

L M=> M, (2.12)
el

2. Min|Y M;|={0} forvarjeicl (2.13)
j#i

Da kallas M den direkta summan av familjen F. Modulerna M; kallas di-
rekta summander for M. Vi skriver

M= M,

el
eller ibland, om I = S, :

M=M®&. - &M,
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Definition 2.3.3 (Komplement). Om M dr en modul éver en kommutativ
ring och S, T dr delmoduler till M sd att M = ST kallas T ett komplement
till S i M.

Sats 2.3.4. Varje delrum av ett vektorrum har ett komplement.

Bevis. Lat V vara ett vektorrum o6ver k och S ett delrum av V. Om S =V
ar V. =.5@&0. Antag att S C V. Enligt Sats 2.2.6 (c) finns en bas Bg for S.
Speciellt dr Bg linjért oberoende, sa Sats 2.2.6 (a) ger att det finns en bas
B for V sa att Bg C B. Lat Br = B\ Bgs. Eftersom By C B och B ér linjért
oberoende &r By linjart oberoende. Lat T' vara delrummet av V' som spénns
upp av Bp. Da ar By en bas for T

Om v € V och v # 0 kan vi skriva

n
U:E aiS; dér s1,...,8, € B, ai1,...,a, €k
i=1

Vi har att B = Bg U By och Bg N By = @. Sa for varje 1 € S,, géller att
s; € Bg eller s; € By, men s; ¢ Bg N Bp. Sa vi kan skriva

v = Z a;s; + Z a;iS;
SiGBS SiGBT
dér den forsta summan ligger i S och den andra summan i T. Eftersom v
var godtyckligt valt i V ger detta att V =5 +1T.
Om v € SNT giller att

n m
v = E a;S; = E bjtj
i=1 j=1

dir a; € k, 5; € Bg for i € S,, och b; € k, t; € By for j € Sp,. Eftersom
BsNBr =0, Bs C B, By C B och B ir linjart oberoende méste a; = 0
for alla 7 € S, och b; = 0 for alla j € Sp,. S& v = 0 och vi har visat att
SNT = {0}, och ddrmed V.= S@T. S& T ar ett komplement till SiV. O

Sats 2.3.4 géller inte for godtyckliga moduler.

Sats 2.3.5. Lat k vara en kropp och V ett andligtdimensionellt vektorrum
over k. Om S dr ett delrum till V och T dr ett komplement till S i V' gdller
att

dim V =dim S +dim T
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Bevis. Enligt Sats 2.2.6 kan vi hitta en bas A till S och en bas B till T,
siag A ={a; | i€ I} och B={b;|je€ J}, dir I och J &r indexméngder.
Eftersom T &r ett komplement till S giller att V' = S & T. Notera att
ANB=g, tyomz e ANBar x € SNT si definitionen av direkt summa
ger att = 0, vilket inte kan vara ett baselement. Sétt C = AUB. Vi ska nu
visa att C ar en bas for S @ T

C linjart oberoende: Antag att C inte &r linjart oberoende. D& kan vi for
nagot n € Z* hitta aq,...,a, €k och vy,...,v, € C sd att > ; ajv; = 0,
dér a; # 0 for alla ¢ och v; # v; om ¢ # j. Samla ihop alla termer som
innehaller v; € A pa vénstersidan av likhetstecknet och alla 6vriga termer
pa hogersidan. Eftersom A &r en bas for S maste det gélla att v; ¢ A for
nagot i € Sy, ty annars skulle det linjdra oberoendet av A leda till att a; =0
for alla i. P& samma sétt ger faktumet att B dr en bas for T' &dven att v; € A
for nagot i. S& VL = HL, déar VL € (A) och HL € (B), och VL # 0. Med
andra ord géller att VL € (A) N (B). Speciellt giller att VL € SNT. Men T
ar ett komplement till S, sa enligt definition av direkt summa géller da att
VL = 0 vilket &r en motsédgelse. Alltsa &ar C linjért oberoende.

C generatorméngd: Om z € S®T drrz = s+t dirs € Socht € T.
Eftersom A spdnner upp S kan s skrivas som en andlig linjarkombination
av element i A. Eftersom B spanner upp T kan ¢ skrivas som en &ndlig
linjairkombination av element i B. Sa © = s + t kan skrivas som en dndlig
linjdrkombination av element i AUB =C. Sa S& T = (C).

C &r alltsa en linjirt oberoende generatorméngd till S & T', d.v.s. en bas
for S @& T'. Detta ger att

dim(SeT)=|C|=|AUB|=|A|+ |B| =dim S +dim T
O

Sats 2.3.6 (Dimensionssatsen). Ldt k vara en kropp och V,W wvektorrum
overk. Om 7:V — W dr en homomorfi gdller att

rang 7 +null 7 = dim V

Bevis. Antag att 7 : V. — W &r en homomorfi. Sats 2.1.19 (a) séger att
Ker 7 &r ett delrum av V. Sa enligt Sats 2.3.4 har Ker 7 ett komplement i
V, dv.s.

V =Ker 7 & (Ker 7)° (2.14)

dar (Ker 7)° ar ett delrum av V. Sats 2.3.5 ger att

dim V = dim(Ker 7 & (Ker 7)¢) = dim Ker 7 + dim (Ker 7)° (2.15)
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Lat 7¢: (Ker 7)¢ — W beteckna restriktionen av 7 till (Ker 7)¢. Kérnan for
7¢ bestar av alla element i (Ker 7)¢ som avbildas pa 0 under 7¢. S&

Ker(7¢) = Ker 7N (Ker 7)¢ = {0}

enligt (2.13). Sats 2.1.20 (a) ger att 7¢ ar injektiv.

Eftersom 7¢ &r en restriktion av 7 géller att Im(7¢) C Im 7. Antag att
y € Im 7. D& dr y = 7(v) f6r nagot v € V. Enligt (2.14) ér v = v + w dér
u € Ker 7 och w € (Ker 7)¢. Sa

y=10)=7(u+w) @ T(u) + 7(w) = 7(w) = 7¢(w) € Im(7°)

(1) foljer héar av att 7 dr en homomorfi, (2) av att u € Ker 7 och (3) av
att w € (Ker 7)¢ och att 7¢ &r en restriktion av 7 till (Ker 7)¢. S& Im 7 C
Im(7¢). Vi har visat att Im 7 = Im(7¢). Men detta innebér att homomorfin
7¢: (Ker 7)¢ — Im 7 dr surjektiv. S& 7¢ &r en isomorfi och dérmed

(Ker 7)¢ =~ Im 7
Sats 2.2.14 ger att dim(Ker 7)¢ = dim Im 7. (2.15) ger att

dim V =rang 7+ null 7

2.4 Matriser och rang

Lat k vara en kropp och A en m x n-matris 6éver k. Raderna i A spanner
da upp ett delrum R(A) av k™ kallat radrummet for A. Kolonnerna i A
spanner upp ett delrum K(A) av k™ kallat kolonnrummet for A. Man kan
visa att dim R(A) = dim K(A). (Se t.ex. [8], Theorem 1.16, p. 53.). Den-
na gemensamma dimension for radrummet och kolonnrummet av A kallas
rangen for A. Rangen for en matris A &r med andra ord det hogsta antalet
linjart oberoende rader eller kolonner i A.

Definition 2.4.1 (Trappstegsmatris). En matris kallas en trappstegsmatris
om foljande villkor dr uppfyllda:

1. Alla rader som bestdar endast av nollor finns lingst ner i matrisen.

2. Tvarje rad med ndgot nollskilt element dr det forsta nollskilda elementet
1. Detta element kallas ett pivotelement.
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3. Pivotelementet 1 varje rad med ndgot nollskilt element ligger strikt till
héger om pivotelementet i raderna ovanfor den.

Rangen for en matris kan berdknas genom gausselimination. Vid gauss-
elimination av matrisen gor man med en serie elementdra radoperationer om
matrisen till en trappstegsmatris. Eftersom rangen for en matris inte &ndras
av elementéra rad- eller kolonnoperationer kommer den resulterande trapp-
stegsmatrisen ha samma rang som den ursprungliga matrisen. Men denna
rang dr enkel att ldsa av - det ar antalet pivotelement i trappstegsmatrisen.

Definition 2.4.2 (Koordinatmatris). Ldt M wvara en fri modul av dndlig
rang éver den kommutativa ringen R med bas B = {e1,...,en}. Om

m
xr = E a;€;
i=1

kallas matrisen [z]g := (a1, ..., an)" koordinatmatrisen for = i B.
Lat x1,...,2, € M med koordinatmatriser [z1]5 = (a11,...,a1,)7, ...,
[zx]s = (a1, .., ax,)T i nagon bas B = {e1,...,e,} och lat r,..., 7 € R.

Da géller att

k k n n k
E Tix; = E i Zaijej = E TiQi5 | €4
i=1 J =1

=1 j=1 j i=1
Sa
k k k
{Z rixi] = Z TiGi; = Z rilzi]B (2.16)
i1 B =l i=1

Sats 2.4.3. Om M dr en fri modul av dndlig rang m dver den kommutativa
ringen R sa dr M ~ R™.

Bevis. Lat B = {ej,...,en} vara en bas for M. Definiera ¢p : M — R™ sa

att ¢p(x) = [z]s.
Omye R™ary=(y1,...,Ym) fOr nagra y; € R, i € S,,. Sétt

m
y= Z Yiti
i=1

Da dr y € M och ¢p(y) = [yls =y. S& ¢p ir surjektiv.
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Om z,y € M &r enligt Sats 2.2.8

m m
T = E ae; och y= E bie;
i=1 i=1

dar a;, b; € R ar entydigt bestamda av x respektive y, i € Sy,,. Om ¢g(x) =
oB(y) ar [z|g = [yl s& (a1,...,am) = (b1,...,bp), d.v.s. a; = b; for alla
1 € Sy Sd x =y och ¢p ar ddrmed injektiv.

m

m m
r4+y= Z a;e; + Z bie; = Z(ai + bi)e;
i=1 i=1

=1

ger att

op(x+y)=[r+ylg= (a1 +b1,...,am + bn)
= (a1,...,am) + (b1,...,bn) = [2]5 + [ylB = ¢5(x) + d5(Y)
Om c € R giller att

n

cx=c (Z aiei> = Z(cai)ei

=1

vilket ger att

op(cx) = [cxlp = (cai,...,can) = c(ai,. .. ,an) = c[z]g = cop(x)

S& ¢p ar en homomorfi och ddrmed en isomorfi. O

Lat R vara en kommutativ ring och M, N nollskilda fria R-moduler av
andlig rang m respektive n och baser A = {ej,..., e} respektive B =
{fi,-.-, fn}. Lat ¢ : M — N vara en homomorfi. Vi kan d& representera ¢
med en nxm-matris My = (M;;) vars kolonner representerar baselement i A,
vars rader representerar baselement i B och dir den i:e kolonnen i My, bestar
av koordinaterna for ¢(e;) i basen B. Vi kallar My for avbildningsmatrisen
for ¢ med avseende pa A och B.

Sats 2.4.4. Ldat R vara en kommutativ ring och M, N nollskilda fria R-
moduler av dndlig rang m respektive n med baser A respektive B. Om ¢ :
M — N en modulhomomorfi gdller att

[p(2)]s = Mg[z]4

for varje x € M.
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Bevis. Antag att ¢ ar en homomorfi. Lat x € M. Eftersom A = (e1,...,én)
ar en bas for M ger Sats 2.2.8 att det finns entydiga koefficienter a; € R,

1 €S, sa att
m
Xr = Zaiei
=1

Da ar
p(r) = ¢ <Z aﬁi) = Zaz‘sb(ez‘)

Enligt definition av My dr
n
dlei) =Y Mijf;
j=1

Detta ger att

¢($):Zai ZMijfj =
=1 j=1

j= J

n

<Z Mijai> i
1

i=1
Da ar
m m T
[b(x)ls = | Maai,..., ZMmCLi} = Mg[z]4
i=1 i=1
0

Sats 2.4.5. Lat R vara en kommutativ ring och M, N fria R-moduler av
andlig rang med givna baser A = {e1,...,en} respektive B = {f1,..., fn}.
Om ¢ : M — N dr en homomorfi och My = [M;;] dr avbildningsmatrisen
for ¢ med avseende pa A och B dr rang My = rang ¢.

Bewvis. Satt
r:=rang My = rang K(A)

Antag att y € Im ¢. DA finns ett * € M sa att ¢(x) = y. Lat [x]a =
(a1,...,am)T och [y]g = (b1,...,by)7T. Sats 2.4.4 ger att

[y]B = Mglz]a
(Mllal + -+ Mipmam, ..., Mprar + - + Mnmam)T
= al(MH, ceey Mnl)T + -+ am(Mlma s Mnm)T € K(M¢)
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Lat C = {c1,...,¢} vara en bas for K(M,). Da kan vi skriva

.
s = vici
=1

dér y; € R for i € Sy. ¢; € K(My), sa for varje ¢ € S, kan vi skriva

C = til(Mlla"'yMnl)T+"'+tim(M1m7"'7Mnm)T
(Mlltil + -+ Mlmtima ) Mnltil + -+ Mnmtim)T
= My(ti, - tim)"

for nagra ti; € R. Lat t; = tjie1 + -+ + timem. Da ar t; € M och

[6(ti)]s = Mylti]a = ¢

Sa

[qb (Z ymﬂ - [Z ym(m} P S  pilgtls = 3 vier = yls
i—1 5 Lzt 5 i—1 i—1
Detta ger att
y=2¢ (Z yiti> = vid(ti)
=1 =1

Sa {o(t1), ..., ¢(tr)} spinner upp Im(¢).
Antag nu att

Zaicﬁ(ti) = 0, a; € R, 1 E ST
=1
Vi har da att

0]z = {Z ai¢(ti)} = aild(t)ls = aic;
=1 5=l i=1

Eftersom C &r linjart oberoende foljer att a; = 0 for allai € S,.. Sa {¢ (1), . ..

ar linjart oberoende och dérmed en bas for Im ¢. Sa

rang Im ¢ = r = rang K(A) = rang A.

41

yo(tr)}
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2.5 Graderingar

Definition 2.5.1 (N"-graderad modul). Lt R vara en kommutativ ring och
M en R-modul. Antag att M kan skrivas som

M:@Ma
aeN"

ddr My dr delmoduler till M och My My, C Mayp for alla a,b € N™. Dd sdgs
M wvara N™"-graderad med graderade delar M,.

En N"-graderad modul med graderade delar M, ar ocksa N-graderad
med graderade delar My = EB|a|:d M,.

Exempel 2.5.2. Lit S = k[x] vara polynomringen i n variabler éver kroppen
k. Da dr
S=@s,

ddr Sy, dr k-vektorrummet som spinns upp av monomet m. Sy, - Sp C Spin
sd S dr en N"-graderad k-modul.
Lat I vara ett monomideal 1 S. Da gdller att

I=@P Sa
xac]

ddr Sa dar k-vektorrummet genererat av monomet x*. I dr saledes en N™-
graderad S-modul. Vi har ocksa att

S/IT=€P Sa

xa¢l]
Sa dven S/I dr en N"-graderad S-modul.

Definition 2.5.3 (N"-graderat translat). Lat M wvara en N"-graderad S-
modul och a € N". Det N"-graderade translatet M|a] av M for a ges av

A4{a]:: 6}) Maib
beNn

Ett specialfall av detta &r den fria S-modulen genererad i multigrad a

given av
S[_{ﬂ ::eig‘gb—a
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Sats 2.4.3 siger att for varje fri modul F av #ndlig rang k #r F ~ S*.
Om F ar N"-graderad innebér detta att

k

F ~ @D S[-ail (2.17)

=1

for nagra a; € N™. F' har da baselement som ligger i graderna a;, i € Sg.
Observera hér att det kan finnas flera graderade delar som ligger i samma
multigrad.

Vi kommer i denna text anta att homomorfier mellan graderade mo-
duler &r gradbevarande, d.v.s. om ¢ : M — N &r en homomorfi mel-
lan N™-graderade S-moduler med graderade delar M, respektive N, sa ar
¢(My) C N, for varje a € N™.

2.6 Kedjekomplex och homologi

Definition 2.6.1 (Kedjekomplex). Lat R vara en kommutativ ring. Ett ked-
jekomplex (C, a) over R dr en familj C := (Cp)nez av R-moduler tillsammans
med en familj o« == (o )nez av modulhomomorfier ay, = Cp — Cp_1 sd att
Im apq1 C Ker o, for varjen € Z. Om x € Ker oy, kallas x en n-cykel. Om
x € Im an41 kallas x en n-rand. Talet n kallas den homologiska graden for
modulen C,, respektive modulhomomorfin ay,. C kallas fritt om C,, dr en fri
modul for varje n € Z.

Ett kedjekomplex (C),)nez med homomorfier a,, skrivs ofta pa formen

Qn+1 [e%
Cn . Cn—l —

- Cnp

Lat C := (Cy)nez vara ett kedjekomplex av R-moduler med modulhomo-
morfier &« = (ap)nez. Sats 2.1.19 ger att for varje n € Z ar Ker a,, och
Im ay 41 delmoduler av C,,. Eftersom Im ay,+1 C Ker «, kan vi bilda kvot-
modulen H,(C) := Ker a,,/Im a,+1. Denna modul kallas den n:e homologin
for C. Om H,(C) = 0 ségs C ha homologi i grad n.

Definition 2.6.2 (Positivt kedjekomplex). FEtt kedjekomplex (Cy)nez med
homomorfier a, : Cp — C,_1 kallas ett positivt kedjekomplex om C, = 0
for alla n < 0.

Ett positivt kedjekomplex (C),)necz med homomorfier «,, skrivs ofta pa
formen

Cy; 25 1 = G 0
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Definition 2.6.3 (Utokat kedjekomplex). Lat R vara en kommutativ ring
och C := (Cp)nez ett positivt kedjekomplex av R-moduler med homomorfier
apn. Om M dr en R-modul och ag : Cy — M dr en modulhomomorfi sa att
ag o a1 = 0 kallas kedjekomplexet

Cy 250 25 Cp 25 M 0 (2.18)

ett utokat kedjekomplex Gver M. Homomorfin ag kallas utdkningen eller
augmenteringen av C till M.

Definition 2.6.4 (Exakt foljd). Lat R vara en kommutativ ring och C ett
kedjekomplex av R-moduler {M,} och modulhomomorfier {ay}, n € Z. C

sdgs vara exakt 1 M, om Ker a,, = Im an41. C dr exakt om C dr exakt 1
M, for allan € Z.

Om

L —=> M 0
ar en exakt foljd av R-moduler géller att Im o = Ker [M — 0] = M sa « ér
surjektiv. Om istéllet

B

0 L M

giller att Ker §=1Im [0 — L] =0, s § ar injektiv.

Definition 2.6.5 (Upplosning). Lat R vara en kommutativ ring och M en
R-modul. En upplosning av M édver R dr en exakt foljd

% o A o (2.19)

dir F; dr R-moduler for alla i € N. U dar fri om F; dr en fri R-modul for
varje 1 € N.

62 61

U= F

Fi > Fg

En fri upplosning enligt (2.19) sdgs vara N"-graderad om modulerna M
och F; ar N"-graderade och homomorfierna §; ar gradbevarande. Man kan
visa att varje N"-graderad modul har en N"-graderad fri upplosning.

2.7 Funktorer

Definition 2.7.1 (Funktor). Ldit R, S vara kommutativa ringar. En funktor
F frain modp till modg ges av féljande:

1. Till varje R-modul M associeras en S-modul F(M).
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2. Till varje modulhomomorfi o : M — N associeras en modulhomomorfi

Fla): F(M) — F(N).
Funktorn antas uppfylla féljande villkor:

2. Om M,N,P € modgr och a: M — N, 8 : N — P dr modulhomo-
morfier sa dr F(Ba) = F(8)F(«a).

Sats 2.1.16 ger att médngden Homp(M, N) av modulhomomorfier 6ver en
kommutativ ring R &ar en grupp under additionen (2.10). Lat &ven S vara
en kommutativ ring och F en funktor fran modg till modg. For varje a €
Homp(M, N) é&r da F(a) € Homg(F(M), F(N)). Avbildningen o — F(«)
behover inte vara en grupphomomorfi, men om den ar det sdgs F vara en
additiv funktor.

Definition 2.7.2 (Additiv funktor). Ldt R, S vara kommutativa ringar och
F en funktor fran modpg till modg. F sdgs vara additiv om for varje
R-modul M och S-modul N galler att avbildningen ¢ : Homp(M,N) —
Homg(F (M), F(N)) given av p(a) = F(a) dar en grupphomomorfi under
additionen (2.10).

Lat R, .S vara kommutativa ringar och M, N vara R-moduler. Om F &r en
additiv funktor fran modp till modg och 0 € Hompg(M, N) nollhomomorfin
ar

F(0) = F(0+0) =F(0) + F(0)

d.v.s. F(0) = 0r, dér O &r nollhomomorfin i Homg(F (M), F(N)).

Sats 2.7.3. Lit R, S vara kommutativa ringar och C := (Cy)nez ett kedje-
komplex av R-moduler med homomorfier a,,. Om F dr en additiv funktor fran
modp till modg si ar F(C) := (F(Cp))nez ett kedjekomplex av S-moduler
med homomorfier F(ay,).

Bevis. For varje n € Z ér C, en R-modul och enligt definition av F ar da
F(C) en 8ljd av S-moduler med homomorfier F(ov,). For i € Z &r

J—"(Oéi_l) o} ]—"(az) = ]'-(041'_1 e} Ozi) = f(O) =0

dér den sista likheten foljer av att F ar en additiv funktor. S& F(C) &r ett
kedjekomplex. O
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2.8 Tensorprodukter och Tor

Definition 2.8.1 (Balanserad avbildning). Lat R vara en kommutativ ring,
L, M vara R-moduler och G en abelsk grupp. En avbildning f : L x M — G
kallas balanserad om

f(:C,y—l-y') = f(xuy) +f($ay/) (2'20)
f(-T + ZL’,, ZJ) = f(.T, y) + f(mlv y) (2'21)
flaz,y) = f(z,ay) (2.22)

for alla x,2’ € L, y,y/ € M och a € R.
Om f ar en balanserad avbildning géller att:

(2.20)

£@,0) = f(@,0+0) %2 f(2,0)+ f(2,0)
£(0,2) = F(0+0,2) "2V 7(0,2) + £(0,2)

sa att f(x,0) = f(0,2) = 0. Vi har ocksa att

Fay) + fa—y) %2 @y —y) = f(2,0) =0
Flezy) + foy) "2 fca+ay) = £(0,y) =0

sa att f(—z,y) = —f(x,y) = f(z,—y).

Definition 2.8.2 (Tensorprodukt). Lit R vara en kommutativ ring och L, M
vara R-moduler. Lat T vara en abelsk grupp och T : Lx M — T en balanserad
avbildning sa att for varje abelsk grupp G och varje balanserad avbildning
v: Lx M — G finns en entydig grupphomomorfi o : T — G sd att o1 = 1.
Dé kallas paret (T, T) en tensorprodukt mellan L och M.

Man kan visa att varje par av moduler &ver en kommutativ ring R har
en tensorprodukt och att den &r entydig upp till isomorfi. Entydigheten vi-
sas nedan och existensen visas sedan i ett specialfall som &r tillrackligt for
innehallet i denna text.

Tensorprodukten mellan L och M betecknas L® M. Om xz € L,y € M
anvander vi ofta beteckningen z ® y for 7(x,y). Man kan visa att L ® M &r
en R-modul genererad av {x ® y | x € L,y € M}, dar modulavbildningen
gesav f: RXx (L@ M) — L® M sa att f(a,z®@y) = (ax) ®y.

Om (T,7) = L&®M &r en tensorprodukt mellan R-modulerna L och M é&r
7 enligt definition en balanserad avbildning. Detta innebér att om z, 2’ € L,
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v,y € M och a € R ér

rR@y+y) = z2Qy+zey (2.23)
(r+2 )Ry = z2@y+1®y (2.24)
(ar)®@y = x® (ay) (2.25)

Lat R vara en kommutativ ring och f : M — M', g : N — N’ ho-
momorfier mellan R-moduler. Definiera h : M x N — M’ @ N’ genom
h(z,y) =f(x) ® g(y). Vi har att om z,2’ € M, y,3' € N och a € R géller

)
h(az,y) = f(azx) @ g(y) = af(r) @ g(y) = f(r) ® ag(y)
= f(z) ® g(ay) = h(x,ay)

hWa,y+y) = fl@)@g9y+y) = f(@)@[gy) + 9(¥/)]
= f(z) @ g(y) + f(x) @ g(¥/) = h(z,y) + h(z,y")
ha+a'y) = fz+2")@g(y) = [f(x) + f(2")] @ g(y)
= flx)@g(y) + f(2') @ g(y) = h(x,y) + h(z,y)
(
(

Sa h dr en balanserad avbildning. Eftersom M ® N &r en tensorprodukt finns
en entydig grupphomomorfi f@g: MQN — M'@ N’ sd att (f®g)(zQy) =
h(z,y) = f(z) @ g(y).

Vi kan ocksa hér ndmna att om M och N ar N"-graderade R-moduler
med graderade delar M, respektive Ny, ar dven tensorprodukten M @pr N en
N"-graderad R-modul med graderade delar (M ®p N). genererade av alla
element may € My, npy € N, med a+ b =c.

Sats 2.8.3. Lat R vara en kommutativ ring och L, M vara R-moduler. Om
(T,7),(T",7") dr tensorprodukter mellan L och M finns en entydig gruppiso-
morfia: T — T sd att at = 7'.

Bewvis. Eftersom (T,7) ar en tensorprodukt, 77 en abelsk grupp och 7/

L x M — T’ en balanserad avbildning, ger definitionen av tensorprodukt att
det finns en entydig grupphomomorfi o : T — T s& att ar = 7. P4 samma
satt kan man utnyttja att (7”,7') ar en tensorprodukt for att fa en entydig
grupphomomorfi 8 : T" — T s& att 87/ = 7. Genom att sitta G =T och f =
7 i definitionen av tensorprodukt fas att det finns en entydig grupphomomorfi
p: T — T saatt or = 7. Vi vet att Idr ar en sadan grupphomomorfi, sa att
¢ = Idy. Men vi har ocksé att B« dr en grupphomomorfi med Sar = 7/ = 7.
Sa ¢ = fa, d.v.s. fa = Idy. Genom att utnyttja tensorproduktegenskapen
for T' fas pa samma satt att a8 = Id7r. S& « dr en gruppisomorfi. O
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Sats 2.8.4. Lat R vara en kommutativ ring, M en R-modul och a ett ideal
i R. Da dir M @ (R/a) ~ M/aM.

Bewis. Definiera 7 : M x (R/a) — M/aM genom 7(m,[r]) = [rm]. Vi be-
héver forst se att denna avbildning &r véldefinierad. Sa antag att r,s € R
sd att [r] = [sJoch m € M. Daar [r—s] =01 R/asaatt r—s € a. Sa
rm—sm = (r—s)m € aM, d.v.s. [rm —sm] = 01 M/aM. Detta ger att
[rm] = [sm].

Lat nu x,y € M, r,s € R. Da ar

T(z, [r] + [s]) = 7(x,[r + s]) = [(r + s)x] = [rx + sx] =

= [rz] + [sz] = 7(2, [r]) + 7 (2, [s])
(@ +y,[r]) = [r(z+y)] = [re+ry] = [ra] + [ry] = 7(z, []) + 7(y, [r])
T(re, [s]) = [s(ra)] = [(sr)z] = 7(x, [sr]) = 7(z, [rs])

S& 7 ar en balanserad avbildning.

Lat nu L vara en abelsk grupp och ¢ : M x (R/a) — L en balanserad
avbildning. Definiera ¢ : M/aM — L genom ¢([m]) := (m, [1]). For att
visa att ¢ &r véldefinierad, lat x,y € M sa att [z] = [y]. Da dr [x —y] =0
ochz—yeaM.Sax—y=> ., ax for ndgot n € ZT och a; € a, x; € M
fori € S,.

U, [1) = w(y. [1) (“”wxy7[11>=w<§;aixi,m)

(221) Zn:w a; T za (222 Zw xzaaz Zn:d} xla az
i=1 =1

$za

HM:

Sa ¢(z, [1]) = ¥(y, [1]).

Om nu z,y € M giller att

o(le] + W) = ez +y)) = vz + v, [1]) "2 (e, [1]) + vy, [1]) =
= o([=]) + ¢([y])

Dessutom éar for x € M, r € R

or(x, [r]) = ([rz]) = ¥(ra, [1]) = ¢ (2, [r])
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@ &r saledes en grupphomomorfi sa att ¢ = 7. For att visa att denna ar
entydig, antag att ¢’ dr en grupphomomorfi med ¥ = ¢'7 och 1at [m] €
M/aM. Da ar

¢'([ml) = ¢'([im]) = ¢'(v(m, [1])) = ¢'7(m, [1]) = ¥ (m, [1]) = ¢([m])

sd att ¢ = .
Detta visar att tensorprodukten mellan M och R/a existerar och ar R-
modulen M /aM tillsammans med den balanserade avbildningen 7. O

Om o« : M — N &r en homomorfi mellan R-moduler ger denna genom
tensorering med R/a en homomorfia®1: M ® (R/a) = N ® (R/a). Enligt
Sats 2.8.4 finns isomorfier 7py : M ® (R/a) — M/aM och 7 : N® (R/a) —

N/aN. Detta ger upphov till en homomorfi 5 : M/aM — N/aN given av

B=r1yola®1]or,.

Lat z € M. Da ér

B(la]) = [rv o [a®@ L o7y/]([2]) = [rv o [a® 1])(z @ [1])
= v (a(z) @ [1]) = [a(z)] (2.26)

Lat nu R vara en kommutativ ring och M € modg. For varje N € modpg
vet vi att M ® N ar en vildefinierad R-modul. Vi kan séledes definiera en
avbildning Fs : modr — modp genom F (N) = M®QN.Oma: N — N’
ar en homomorfi mellan R-moduler kan vi vidare definiera Fys(a) =15 ® av.
Fy(a) dr d& en homomorfi frin M ® N till M ® N’. Vi noterar att

(v @1In)(zey)=1u@)@1n(y) =21y
sa att
Fy(In) =1y @ In = Lyen = g, (v

Antag nu att N,N',N” € modg och « : N — N', 8 : N — N" ar
modulhomomorfier. Da ar

(1 @ pa)(z ®@y) = 1y (z) @ Baly) = 1y (r) @ Blaly))
= (ly @B)(z®aly) = (1n @ B)(1u(r) ® aly))
= (Il @Bl @a)(z@y)] =[(1n @ B8)(1u ® d)](z®y)
Sa
Fy(Ba) =1y @ o= (1y @ )1y @ a) = Fu(B)Fu ()
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F)y ar saledes en funktor mellan R-moduler. Vi skriver Fjy som M ® .

L4t nu N, N’ vara R-moduler och definiera
¢ : Homg(N,N') — Homg(M @ N, M @ N')
genom ¢(a) = 1y @ a. Om «, 8 € Homp(N,N'), z € M och y € N ar

[pla+B)lzey) =1u @ (a+B)l(z@y) =1u(z)© (a+H)(y)

() ® (a(y) + B) "2 1ar(z) ® aly) + Lu(z) ® B(y)
= (A ®a)@ey) + (1o )@ ey = (@a)(zey) +(e(#)(=oy)
= (p(a) +9(B) (= oY)

Sa p(a+ B) = p(a) + ¢(B) vilket innebér att M ®  &r en additiv funktor.

P4 liknande sétt kan vi ocksa, givet en R-modul N, definiera en additiv
funktor ~ ® N som avbildar en R-modul M pa M @ N.

Lat R vara en kommutativ ring. Om N &r en R-modul med fri uppldsning
U given av

s Uy BB U S U 2SN — 0
kan vi applicera funktorn M ® _ pa U och fa en oljd

s MU, 222 MeU;, 2 MeoU, 22%% Mo N — 0

av R-moduler. Eftersom M ®  ar en additiv funktor ger Sats 2.7.3 att denna
foljd &ar ett utokat kedjekomplex.

For varje n € Z kan vi da bilda den n:e homologin H,, (M ®U) for detta
kedjekomplex. Om V ar en annan fri upplosning av N kan man visa att

H,(M®U) > H,(M®)V).

Definition 2.8.5 (Tor-modul). Ldt R vara en kommutativ ring, M, N vara
R-moduler. Den i:e Tor-modulen mellan M och N ar kvotmodulen

Tor®(M,N) := H;(M @ U)
ddr U dar en fri upplosning av N.

Man kan ocksé definiera Tor;(M, N') genom att viilja en upplosning S av
M och bilda homologigruppen H;(S ® N).
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Exempel 2.8.6. Ldt k vara en kropp, S = k[x]| polynomringen dver k i n
variabler x1,...,x, och m = (x1,...,x,). Lit M vara en S-modul med fri
upplésning

s Uy 22U B Uy 2 M — 0
Om vi applicerar funktorn _ ® 2 pd denna upplosning far vi

®1 ®1 ®1
= el 2L Ued 25 el 25 MeS — 0

Sats 2.8.4 ger da att detta kedjekomplex dr isomorft med kedjekomplexet

mUiszg B2 mL&l B mLUOO Bo. M 0 (2.27)

' mM

(2.26) ger att Bi([x]) = [ai(x)] for varje i € N. Vi noterar nu att k ~ S/m
vilket ger att Tory (M, k) = Ker £;/Im Biy1.

Observera att enligt Sats 2.1.12 kan modulerna i (2.27) &ven ses som
moduler 6ver S/m =~ k. Detta innebér att alla dessa ar k-vektorrum, s& dven
homologimodulerna Tor;(M, k) kan betraktas som k-vektorrum.
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Kapitel 3

Simpliciella komplex och
alexanderdualitet

I detta avsnitt definieras huvuddmnet fér denna framstéllning, ndmligen
alexanderdualer for simpliciella komplex. Vi kommer i detta kapitel hanvisa
till ett standardexempel, ndmligen A som definieras i Exempel 3.1.6. Manga
fler exempel pa simpliciella komplex och deras egenskaper ges i avsnitt 3.8.

Vi borjar med definition och vissa grundliaggande egenskaper hos simpli-
ciella komplex.

3.1 Simpliciella komplex
Om n € Z* later vi som tidigare S,, = {1,2,...,n}.

Definition 3.1.1 (Simpliciellt komplex). En mdngd A av delmdngder till
Sy kallas ett simpliciellt komplex pa S, om

c€NochtCo=—T1€A

Mingden S, kallas hérnméngden till A. Beteckningen D,, kommer i denna
text anvdndas for mdngden av alla simpliciella komplex pa S, .

Ett simpliciellt komplex ar saledes en méngd som é&r sluten under del-
méngdsbildning - om ¢ finns i det simpliciella komplexet s& finns &ven varje
delméngd av o i det simpliciella komplexet.

Definition 3.1.2 (Sidor och ickesidor). Lit A € D,,. Elementen i A kallas
sidor ¢ A. De delmdngder av S, som inte ingar i A kallas ickesidor till A.
Mingden av alla ickesidor till A kan skrivas som A.

93
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Om o ar en sida i ett simpliciellt komplex A &r enligt definition av sim-
pliciella komplex varje delméngd av o en sida i A. A andra sidan, om 7 ar
en ickesida till A och 7 C w maste &ven w vara en ickesida, ty om w vore en
sida skulle dven 7 vara en sida enligt definitionen av simpliciellt komplex.

Om A = & kallas A for det tomma komplexet. Detta bor inte forvix-
las med det simpliciella komplexet {@}, det s.k. irrelevanta komplexet. Det
tomma komplexet innehaller inget element alls, medan det irrelevanta kom-
plexet innehéaller ett enda element, ndmligen &. Ett simpliciellt komplex A
sdgs vara icketomt om A # &. & ar ett element i varje icketomt simplici-
ellt komplex, eftersom simpliciella komplex per definition &r slutna under
delméangdsbildning, och @ &r delméngd till varje méangd.

Definition 3.1.3 (i-sida). Lat A € D,,. En sida 0 € A sdgs ha dimension
i eller vara en i-sida om |o| =i+ 1. Vi skriver i = dim o. Mangden av alla
i-sidor till A € Dy, betecknas F;(A).

En 0-sida i ett simpliciellt komplex kallas ett hérn, och en 1-sida kallas
en kant.

Definition 3.1.4 (Dimension av simpliciellt komplex). Dimensionen av ett
simpliciellt komplex A betecknas dim A och ges av

dim A — { maxscA dim o om A # &
—00 omA=g
Enligt Definition 3.1.1 géller att om ¢ ar en sida i det simpliciella kom-
plexet A s& ar dven varje delméngd till o en sida i det simpliciella komplexet.
Detta innebar att man for att definiera vilka element som ingar i A endast
behover ange de sidor som dr maximala i A. Dessa maximala sidor har fatt
ett speciellt namn.

Definition 3.1.5 (Facett). Lat A € D,,. En mazimal sida o € A kallas en
facett. Beteckningen F(A) anvinds for méangden av alla facetter till A.

Varje simpliciellt komplex &r alltsa fullstdndigt definierat av sina facetter.
Sidorna i ett simpliciellt komplex &r precis facetterna och alla dess delméng-
der. Om A &r ett simpliciellt komplex med facetterna o1, ..., o0 skriver vi
ofta A = <0’17 NN 7O‘k>.

Ett simpliciellt komplex A kan &dven definieras genom att ange dess icke-
sidor. Det ricker da att ange de minimala ickesidorna till komplexet. En
delméngd o C S, dr ndmligen en ickesida till A precis om det finns en mi-
nimal ickesida 7 till A sa att 7 C o. Beteckningen G(A) anvénds hér for
méngden av alla minimala ickesidor till A.
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Det finns en trevlig geometrisk tolkning av simpliciella komplex av dimen-
sion hogst 3. Lat A vara ett sddant simpliciellt komplex.

1.

2.

Varje horn {a} i A ritas ut som en punkt a.
Varje kant {a,b} i A ritas ut som en linje mellan punkterna a och b.

Varje 2-sida {a,b,c} i A ritas ut som en ifylld triangel vars horn &r
punkterna a,b och c.

Varje 3-sida {a,b,c,d} i A ritas som en tetraeder vars horn ar punk-
terna a,b,c och d tillsammans med en notering att tetraedern ar ifylld.

b
ifylld
b a b tetraeder
a a./' ; a A ¢
° / \
c
0-sida 1-sida 2-sida 3-sida

Figur 3.1: Geometrisk tolkning av i-sidor fér i = 0,1,2,3

Notera hér att varje sida i A av dimension 0 ritas ut geometriskt som
ett O-dimensionellt objekt (en punkt), att varje sida av dimension 1 ritas ut
som ett 1-dimensionellt objekt (en linje), 0.s.v.

Efter dessa inledande definitioner och kommentarer ger vi nu ett exempel
pa ett simpliciellt komplex som tjanar som huvudexempel genom hela detta
kapitel och déarfor ges ett specifikt namn: A.

Exempel 3.1.6. Lat

A = (123,24,34,5) € Ds (3.1)

(Har liksom i de flesta av de kommande exemplen anvinds den kortare nota-
tionen 123 for mangden {1,2,3} o0.s.v.) A bestir av facetterna 123,24,34,5
samt alla delmdngder av dessa, d.v.s.

A={2,1,2,3,4,5,12,13,23,24, 34,123}
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Sidorna i A dr mdangderna listade ovan. Ickesidorna till A dr alla delmdngder
av S5 som inte ingar © mdngden ovan. Vi har att

Foi(A) = {2}

Fo(A) = {1,2,3,4,5)

F(A) = {12,13,23,24,34}

RO) = {123)

Fi(A) = o om i < —1 elleri>2

Eftersom 2 dr den mazximala dimensionen hos nagon sida ¢ A dr dim A = 2.
Den geometriska tolkningen av A ses i Figur 3.2.

3 4

Figur 3.2: Simpliciella komplexet A

For att bestimma de minimala ickesidorna till A kan Figur 3.2 vara
till hjalp. Om o C S5 med |o| = 1 gdller att o € A, sd det finns ingen
ickesida bestaende av ett enda element. Hdarndst listar vi ickesidorna med tvd
element. Dessa dr 14,15,25,35 och 45. I Figur 3.2 dr dessa de punkter som
inte forbinds med varandra via en linje. Det finns bara en minimal ickesida
med tre element, ndmligen de horn som bildar den enda ofyllda triangeln i
figuren, 234. Sa

G(A) = {14,15,25,35,45,234}. (3.2)

Vi har i det ovanstaende definierat simpliciella komplex pa hérnméngder
Sp ={1,2,...,n}. Eftersom varje andlig icketom méngd star i bijektion till
S, for ndgot n € Z* Ar det inga problem att definiera simpliciella komplex
med godtyckliga édndliga méngder som hérnméangder.

Definition 3.1.7 (Vag). Lit A € D, och a,b vara hirn i A. En vag mellan
a och b ar en mangd av kanter {xox1,x122,...,Ti—12;} C A dir xo = a och

Definition 3.1.8 (Sammanhéngande). Ett simpliciellt komplex A dr sam-
manhéngande om det finns en vig mellan a och b fér varje par av hérn a, b

i A
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Definition 3.1.9 (Delkomplex). Lit A € D,,. Om A" C A och A' sjilv ar
ett simpliciellt komplex kallas A" ett delkomplex av A.

Definition 3.1.10 (Komponent). Ett mazimalt sammanhdingande delkom-
plex till ett simpliciellt komplex A kallas en komponent for A.

Vi ser speciellt att ett simpliciellt komplex dr sammanhidngande omm det
bestar av en enda komponent.

Exempel 3.1.11. A bestdr av tvd komponenter A’ och A", dir

F(A) = {123,24,34}
F(A") = {5}

3.2 Alexanderdualitet for simpliciella komplex

For varje simpliciellt komplex A pa S, kan man skapa ett nytt simpliciellt
komplex A* pa S, kallat alezanderdualen for A. Alexanderdualen till A* &r
da A, ddrav bendmningen dualitet.

Definition 3.2.1 (Alexanderdual for simpliciellt komplex). Lit A € D,,. Da
definieras alexanderdualen A* till A som mdngden

A*:={7 | T €A}
bestaende av komplementen av ickesidorna till A.

Sats 3.2.2. Lit A € D,, med alexanderdual A*. Dé gdller att

(a) A* € D,,.
(b) F(A") ={7T [T € G(A)},
(c) (A%) = A,

Bevis. (a) Lat 0 € A*. Da dr 0 = 7 for nagot 7 € A. Lat v C o och siitt
w=7% Vihardaatt w =v C o =7, dvs. 7 C w. A ar ett simpliciellt
komplex med 7 € A vilket ger att dven w € A. Diarmed ir v = @ € A*.
Detta visar att A* € D,,.

(b) Lat o € F(A*). Dadir 0 € A* sa 0 =7 for nagot 7 € A. Om y € A
med v C 7 giller att 0 = 7 C 7. Eftersom v € A & 5 € A*. Men o ir
maximal i A* s& o0 =7, vilket ger att 7 = 7 och ddrmed v = 7. S& 7 € G(A),
d.v.s. o ar komplementet till en minimal ickesida till A.
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1 ihalig
tetraeder
4

Figur 3.3: Simpliciella komplexet A*

Omvint, antag att 7 € G(A). Da d&r 7 € A sa 7 € A*. Lat v € A* med

7 C . Eftersom v € A* &r v = @ for nagot w € A, s4 7 C w, d.v.s. w C 7.
w =

Men 7 var en minimal ickesida till A s w =7, d.v.s. W =7 = ~. T ar alltsa
maximal i A*, d.v.s. 7 € F(A%).
() (A) ={T|red}={o|g¢AN}={c¢A}=A [

Exempel 3.2.3. De minimala ickesidorna G(A) till A ges av (3.2) i Exempel
3.1.6. Sats 3.2.2 (b) ger att

A" = (235,234,134,124,123,15)

Se Figur 3.3.
For att illustrera i detta exempel att (A*)* = A, noterar vi att

G(A*) = {45,125,135,1234}.

Komplementen till elementen i denna mdngd dr 123,34,24,5, d.v.s. precis
facetterna i A.

3.3 Stanley-reisnerideal

I detta avsnitt visas ett samband mellan méngden D,, av alla simpliciella
komplex pa S,, och méngden Z7 av kvadratfria monomideal i k[z1, z2, ..., zy]
dér k ar nadgon kropp. Det visar sig att det finns en bijektion mellan D,, och
Zs.

Lat A € D,. Varje 0 € A kan nu representeras som ett monom x%7
i S = k[x], dir v, &r den kvadratfria vektorn for o, d.v.s. x' = [[;c, ;.
Monomidealet genererat av dessa monom kallas stanley-reisneridealet for A:
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Definition 3.3.1 (Stanley-reisnerideal). Lat A € D,,. Lat S vara polynom-
ringen i n variabler éver kroppen k. Idealet

In = {x"" | T €A)
kallas stanley-reisneridealet for A i S.

Definition 3.3.2 (Stanley-reisnerring). Kvotringen S/Ia kallas stanley-
reisnerringen for A i S.

Foljande sats visar att det rdcker med att ta med monom motsvarande
de minimala ickesidorna i generatorméngden for ett stanley-reisnerideal till
ett simpliciellt komplex.

Sats 3.3.3. Lat A € D,,. Dd ar
A={x"|T1e€gG(A)} (3.3)
en minimal generatormdngd for Ia.

Bevis. Enligt Definition 3.3.1 géller att
In = (x"" | T € A)
Lat f € Ia. Enligt Definition 1.3.3 géller att

f= Z reXT rr € kix]
TEA
For varje 7 € A, 14t 0, € G(A) vara en minimal ickesida till A s& att o, C 7.

Sats 1.2.2 ger att v, < v,. Sats 1.4.5 (b) ger att x¥o~ | xU7. S& det finns ett
cr € k[x] sa att xU7 = ¢,x" 7. Detta ger att

f= Y fox" dirfo= Y reer

oceG(A) TEA:
S& A &r en generatorméngd for Ia.

Antag nu att generatorméngden A inte &r minimal. D& finns en gene-
ratorméngd B C A for In. Lat f € A\ B. Eftersom f € A géller att f = x""
for nagot 7 € G(A). f € Ia sa eftersom B ér en generatorméngd till o s&
har vi ocksa att

K
F=Y_fibi,  fi€klx], b€ B, T €G(A)
-1
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Sats 1.4.4 ger att

fi = Z Ciaxa

acNn

dér c;a € k och ¢ = 0 for alla utom andligt manga a. B C A innebér att
b; = x"7i for nagra o; € G(A). Sa

k k

i=1 \aeN" i=1 acN"

Entydigheten i Sats 1.4.4 ger att for nagot ¢ € S; och nagot a € N” &r
XV = x®tVi g4 xVoi | xU. Sats 1.2.2 ger att o; C 7. Men 7 var en minimal
ickesida till A s& o; = 7. S& f = x" € B vilket 4r en motsédgelse. Alltsa ar
A en minimal generatorméngd for Ia. O

Ett annat sétt att beskriva stanley-reisneridealet for ett simpliciellt kom-
plex &r som ett snitt av primmonomideal. For 7 € S, infor vi i foljande sats
monomidealet

m'=(z;|i€T)

Sats 3.3.4. Om A € D,, gdller att

IA:ﬂmﬁ

ocEA

Bevis. Lat 7 € S,,. Da ar

X" € Nge AmE

x'" € m? for alla o € A

x'"€(zx;|1€o) forallac € A

7 har minst ett element gemensamt med & for alla ¢ € A
7 ar inte delméngd av nigon sida i A

T ar en ickesida till A

rrreey

x'" € Iz

Sa In och Nyeam? innehaller precis samma monom. Eftersom bada #r mo-
nomideal ger Sats 1.4.8 att de ar lika. O
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Foljande sats visar att vi i Sats 3.3.4 egentligen endast behdver ta snittet
over facetterna till A.

Sats 3.3.5. Om A € D, gdller att
IA = ﬂ mE
c€F(A)

Bevis. Om 7 € A giller att 7 C o for nadgot 0 € F(A). Da ar o C 7. Sa
m® C m”. Detta innebir att m® Nm” = m°. Sa

Aw= O w

oEA oEeF(A)

Sats 3.3.4 ger da att

IA: ﬂ mE

oeF(A)
O
Exempel 3.3.6. Enligt (3.2) i Exempel 3.1.6 dr
G(A) = {14,15,25,35,45,234}
Sats 8.53.8 ger dd att
In = (z124,125, 25, T3T5, T4Ts, T2T3T4) (3.4)

ddr den givna generatormdngden dr minimal. Alternativt noterar vi forst att facet-
terna i A dr 123, 24, 34 och 5. Komplementen till dessa dr 45, 135, 125 och 1234.
Sats 3.3.5 ger da att

In = (zg,25) N (21,23, 25) N (T1, 02, T5) N (21, T2, T3, T4) (3.5)
Vi avslutar detta avsnitt genom att visa att det finns en bijektion mellan
méngden av alla simpliciella komplex pa S,, och méngden av kvadratfria

monomideal i k[z1,x9,...,z,]. Lat f : D, — I avbilda simpliciella komplex
pé sina stanley-reisnerideal.

Sats 3.3.7. f dr injektiv.

Bevis. Lat A, T' € D,, med stanley-reisnerideal Ia, Ir. Antag att In = It =
1. Definition 3.3.1 séger att I dr ett monomideal, sa Sats 1.5.4 ger att I har
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en entydig dndlig minimal generatormangd G av monom. Men Sats 3.3.3 ger
da av entydigheten att

G={x"|T1eg(A)}={x"[7cd)}

Sa G(A) = G(I'). Eftersom ett simpliciellt komplex &r bestdmt av sina mini-
mala ickesidor foljer att A =T, s& f ar injektiv. O

Sats 3.3.8. f dr surjektiv.

Bevis. Lat I € Z7. Enligt Sats 1.5.4 har I en entydig &ndlig minimal gene-
ratorméngd G av monom. I ar kvadratfritt s det finns en generatormangd G’
till I av kvadratfria monom. Eftersom G ar minimal ar G C G’, s G bestér
av endast kvadratfria monom, sig G = {x"1,x"2,...,x"%}, dir v; € {0,1}"
for ¢ € Sg.

For i € S, 1at o,, € S, med v; som kvadratfri vektor. Lat H =
{00y, 00y, - -, 0y, } OCh definiera

A= {oc€S,| oy LoVie S} (3.6)

Antag att 0 € A och w C 0. Om o,, C w for nagot i € Sy, foljer att dven
oy, C o for detta i, vilket motsiger att o € A. S& 0y, € w for alla i € Sy,
d.v.s. w € A, Sa A ér ett simpliciellt komplex.

Av (3.6) ar det klart att o,, &r en ickesida till A fér i € S;. Antag
att o C oy, for nagot i € Sk. Om o,;, C o for nagot j € S foljer att
oy; C oy, D& dr v; < v, sd att x% | x¥i, vilket motsdger att G var en
minimal generatorméngd av monom. S& oy, ¢ o for alla j € Sy, d.vs.
o € A. Vi har visat att varje o,, &r en minimal ickesida till A, s&a H C G(A).

Omvant, 1at 7 € G(A). Da &r 7 en minimal ickesida till A. 7 &r en ickesida
till A innebér enligt (3.6) att o, C 7 for nagot i € Sk. Men oy, &r sjilv en
ickesida till A, s& eftersom 7 &r minimal maste 7 = o,, € H. S4 G(A) C H,
dvs. H=G(A).

Sats 3.3.3 ger da att G ar en generatorméangd for Ia, s& definitionen av
G ger att I = Ia, eller med andra ord, I &r stanley-reisneridealet for ett
simpliciellt komplex A. Detta visar att f ar surjektiv. O

Vi sammanfattar vad vi hittills kommit fram till i féljande sats:

Sats 3.3.9. Det finns en bijektion mellan mdngden D,, av simpliciella kom-
plex pd Sy, och mangden I3 av kvadratfria monomideal i K[xy,xo, ..., xy],
dir k dar en kropp.

Bevis. Lat f : D, — Z7 med f(A) = Ia. f ar injektiv enligt Sats 3.3.7 och
surjektiv enligt Sats 3.3.8, sa f &r en bijektion. O
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3.4 Alexanderdualitet for kvadratfria monomideal

I forra avsnittet sag vi att de simpliciella komplexen pa S,, kan representeras
som kvadratfria monomideal i k[z1, 22, ..., z,]. I detta avsnitt ska vi se hur
man kan bestdmma stanley-reisneridealet for alexanderdualen A* till ett
simpliciellt komplex A givet stanley-reisneridealet for A.

Vi borjar med att definiera alexanderdualitet for kvadratfria monomideal.

Definition 3.4.1 (Alexanderdualitet for kvadratfria monomideal). Ldt I €
Z: och A € Dy, sadant att I = In. Da definieras alexanderdualen I* till 1
som I'* = Ia~.

Notera att alexanderdualiteten &ar véldefinierad eftersom enligt Sats 3.3.9
varje kvadratfritt monomideal &r stanley-reisneridealet till ett entydigt sim-
pliciellt komplex. Definition 3.4.1 ger alltsa att ett sdtt att bestdmma alexan-
derdualen till ett kvadratfritt monomideal I ar att forst hitta det simpliciella
komplexet A som har I som stanley-reisnerideal, berdkna alexanderdualen
A* och sedan bestdmma stanley-reisneridealet Ia+ till detta simpliciella kom-
plex.

Vi ska nu ge ett alternativt sétt att bestdmma I* givet I.
Sats 3.4.2. Lat I € 72 med I = (x"1,...,x"*). Dd gdller
I=mo"nN---Nm
Bevis. Lat A € D,, vara sadant att I = Ia. Da giller

xX'mel* = x" €la- (Definition 3.4.1)
= X €Nyen-m? (Sats 3.3.4)
— x"" em? for alla 0 € A*
< x em’ forallacg ¢ A (Definition 3.2.1)

Eftersom [ = (xY1,...,x"*) vet vi att oq,...,0, ar ickesidor till A.
Om nu x’" € m? for alla & ¢ A giller speciellt att x¥~ € mt N --- Mm%k,

Antag istéllet att x7 € m?1 N ---Nm%. D4 &r x7 € m% {6r ¢ € S;. Om
o ¢ Adrx"7 e Ian = 1. Sats 1.4.7 ger att x"i | x" for nagot i € Sy. Sa Sats
1.4.5 ger att v,, < vz Da ér o; C 7, s m? C m?, d.v.s. vi har att x’~ € m?
for alla & ¢ A.

I* och m?t N --- N m bestar av samma monom sa Sats 1.4.8 ger att
I =moN-.-Nmo, O
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Exempel 3.4.3. Lit I = (x4, x175, Loy, T3T5, T4X5, Tox3xs). (3.4) @ Fr-
empel 8.8.6 ger att I dr stanley-reisneridealet for A. Aleranderdualen till A
ar enligt Exempel 8.2.3

A" = (235,234,134,124,123,15)
med minimala ickesidor
G(A*) = {45,135,125,1234}.
Definition 3.4.1 ger att
Ine = (@425, 212385, T1T2T5, T1T2T3%4) (3.7)
Alternativt kan vi anvinda Sats 3.4.2 vilken ger att

Ine = (mq,24) N {21, 25) N (T2, 25) N (T3, T5) N (T4, 75) N (T2, T3, 74) (3.8)

3.5 Simpliciell homologi

Lat A € D,,. For i € Z, lat k¥ (A) vara ett vektorrum over k med basen
{eg | 0 € Fy(A)}, d.v.s. kT (A) har ett baselement for varje i-sida i A. For de
i € Z for vilka i-sidor saknas i A, blir motsvarande vektorrum {0}. Speciellt
noterar vi att om i < —1 eller 4 > n — 1 kommer k(%) = {0}.

Definition 3.5.1 (Tecken). Lit 0 C S, dir o = {01,02,...,0%} med o1 <
o9 < -+ < 0. Forr € Sy definieras tecknet for o, i o som
sign(oy, 0) = (~1)"7"
Ett element i ¢ har saledes tecknet 1 om elementet har en udda position
i 0 nar o dr ordnad i vixande foljd, och tecknet —1 annars.

Definition 3.5.2 (Randavbildning). Lit A € D,, och i € Z. Dd definie-
ras randavbildningen 8; : kFi(&) — kFi-1(8) som den modulhomomorfi som
uppfyller
Si(es) =Y _sign(j, o)en; (3.9)
jEo
Vi verifierar att randavbildningen enligt Definition 3.5.2 ar véldefinie-
rad. Lat e, vara ett baselement i k¥i(®). Definitionen av k() ger da att
o€ Fi(A). Om j € o giller da att o\ j € F;_1(A) eftersom A &r ett sim-
pliciellt komplex. Definition av kfi-1(A) ger da att €s\; ar ett baselement i
kfi-1(A). Sa varje term i hogerledet av (3.9) dr pa formen e, eller —e, for
nagot 7 € F;_1(A) och ligger diirmed i k¥i-1(A). Sa §;(e,) € kfi-1(A). Sats
2.2.9 ger att randavbildningen &r fullstdndigt definierad.
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En randavbildning ¢; for ett simpliciellt komplex A kan representeras med
en matris vars kolonner motsvarar i-sidor i A och vars rader motsvarar ¢ — 1-
sidor i A. Lat {e, | 0 € F;(A)} vara en bas for k(%) och {f, | 7 € Fi_1(A)}
en bas for k¥-1(2) (3.9) visar att varje baselement i k¥(*) kan skrivas som
en linjirkombination av baselementen i k’ i-1(A) med koefficienterna 1,—-1
och 0, s& for varje i-sida o € A kan vi skriva

€o = Z Qo1 fT

TEFZ‘,l(A)

dar asr € {—1,0,1} for varje 7 € F;_1(A). §; kan da representeras av ma-
trisen som pa kolonnen motsvarande i-sidan o och raden motsvarande i — 1-
sidan 7 har elementet a,,.

Definition 3.5.3 (Kedjekomplex for simpliciellt komplex). A € D,, och k
en kropp. Féljden

)

Onong 0 S pRA) Sy g Faa) Simn 0 o g P aa)

0 — kfn-1(8)

ddr 6; dr randavbildningar, kallas kedjekomplexet for A éver k och betecknas

Co(Ask).
Sats 3.5.4. Co(A:k) dr ett kedjekomplex.

Bevis. Lat i € Z. Om kFi+1 (&) = 0 &ir §; 0 6,41 = 0.
Annars 1at e, vara ett baselement i k% +1(A) D& &r

d;0dir1(es) = 6 Z sign(j,o)eq\; | = ZSigﬂ(j7 a)di(ex\;)
j€o j€o
= D> sign(j, o)sign(k, 0\ jea Gur

Jj€Eo kea\j

Antag att k € o\ j C o har positionen a da elementen i o ordnas i vixande
ordning. Om j < k har da k positionen a — 110\ j , d.v.s. sign(k,o) =
—sign(k,o \ 7). Om istéllet k& < j har k fortfarande positionen a i o\ j ,
d.v.s. sign(k,o) = sign(k,o \ j) i detta fall. S&

d;00i41(es) =

= Z Sign(j7 O')Sigl’l(ki, o \ j)ea\(juk) + Z Sign(j? U)Sign(k7 o \ j)ea\(juk)
j,k€o j,k€c
j<k k<j

= ) sign(j, o)sign(k, 0)eqgury — Y sign(j, o)sign(k, o)eq k) =0
J,keo J,keo

k<j i<k
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Sé& 0;00;+1(ey) = 0 for varje baselement e, € kFi+1(A) | Sats 2.2.8 tillsammans
med Definition 2.1.13 ger att ¢; o §;11(a) = 0 for varje a € kFi+1(8) d.v.s.
Im 6,41 C Ker §;, och ddrmed ar Co(A;k) ett kedjekomplex. O

Definition 3.5.5 (Homologi for simpliciellt komplex). Lit A € D, med
kedjekomplex Co(A;Kk) enligt Definition 3.5.3. For i € Z definieras da den
i:e homologin for A som

Hi(A:k) := Hy(Co(A;Kk)) = Ker 6;/Im 6;41

Om i >n—1elleri < —1 giller att Ker §; = {0} s& H;(A; k) = {0}. Om
A # @ar |[F_1(A)| =1, sa Ker 6_1 ~ k. Om A har nagon 0-sida géller att
Im & ~ k, sa i detta fall ir H_1(A;k) ~k/k = {0}. Om déremot A = {@}
ar det irrelevanta komplexet ar Im dp = {0} och vi far att H_;(A; k) ~ k. Sa
{@} ér det enda simpliciella komplexet med homologi i grad —1. Vi noterar
ocksa att eftersom Im 6,, = {0} géller att H,_; = Ker d,,_1.

Exempel 3.5.6. [ Exempel 3.1.6 sag vi att i-sidorna for A ges av

1(A) = {a}

(A) = {1,2,3,4,5}
Fi(A) = {12,13,23,24,34}
F(A) = {123}

k=1 (A), ko) kPN och kP2 (N G vektorrum med baser {eg}, {e1, ea, €3, €4, €5},
{e12, €13, €23, €24, €34} respektive {e123}. Randavbildningarna dg, d1 respektive
b9 ges da av:

do(e1) = do(e2) = do(es) = doles) = doles) = ex

di(er2) =
di(e13) =
01(e23) = e3 — ez
d1(e2q) = €4 — e
d1(e34) = €4 —e3

d2(e123) = €23 — €13 + €12
Matriserna for &g, 61 respektive do ges av

€1 €2 €3 €4 e;5

ew 1 1 1 1 (3.10)
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€12 €13 €23 €24 €34
el -1 -1 0 0 0
es 1 0 -1 -1 0
es 0 1 1 0 -1 (3.11)
eq 0 0 0 1 1
es 0 0 0 0
€123

€12 1

€13 —1

. ) (3.12)

€24 0

€34 0

Kedjekomplezet Co(A; k) blir

0 Kk —2 . 5 kS —% ., k 0

Rangen for matriserna (3.10) och (3.12) dr 1, sd enligt Sats 2.4.5 dr
rang &g = rang d2 = 1. Rangen for 01 kan vi fa genom gausselimination av
matrisen (3.11):

r—1 -1 0 0 0 7 r—1 -1 0 0 0 1
1 0 -1 -1 0 0 -1 -1 -1 0
0 1 1 0 -1 ~ 0 1 1 0 -1
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
L O 0 0 0 0 L O 0 0 0 0 |
r—1 -1 0 0 0 17 r—1 -1 0 0 0 7
0 -1 -1 -1 0 0 -1 -1 -1 0
0 0 0 -1 -1 ~ 0 0 0 -1 -1
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
L O 0 0 0 0 U L O 0 0 0 0 |
r1 1 0 0 0
0 1 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
L O 0 0 0 0

Antalet pivotelement i den sista matrisen dr 3 sd rang 01 = 3. Dimensions-
satsen ger att

null 6o = dim k24 — rangdp, = 1—-1 = 0
null 6 = dim kI*@) — rangd; = 5H—-3 = 2
null 6 = dim kfo@) — rang dg = bH—1 4
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Detta ger homologierna

Hy(Ask) = Ker 6
Hl(A,k) = Ker 51/Im (52 kg/k
Ho(A;k) = Ker dp/Im 6, kt/k3 ~ k

Sats 3.5.7. Lat A € D,, med dim A > 0. Da dar

{0}

~
~
~
~

Q
=

%

dimy Ho(A;k) = ¢ — 1
ddr c dr antalet komponenter i /.

Exempel 3.5.8. I Exempel 3.1.11 sag vi att A bestar av tvd komponenter.
Sats 3.5.7 ger att N
dimg Ho(A k) =2—-1=1

vilket dverensstimmer med resultatet for f[o i Exempel 3.5.6.

3.6 Upplosningar

I detta avsnitt ges tva typer av upplosningar tillampliga pa stanley-reisnerringar
och stanley-reisnerideal, minimal fri upplésning och taylorupplésning. Dessa
anvands i avsnitt 3.7 {or att berékna bettital.

3.6.1 Minimal fri uppl6ésning

Lat R vara en nothersk ring och M en &dndligtgenererad R-modul. Man kan
da konstruera en upplosning av M bestaende av fria moduler av dndlig rang,
sa att alla ranger blir simultant minimerade.

Definition 3.6.1 (Minimal fri upplésning). Lat R vara en nothersk ring och
M en dndligtgenererad R-modul. En fri upplosning

02 01 do

M 0

av M dr minimal om F; har minimal rang for varje i € N.

By I

EFy

Man kan vélja de fria modulerna i en minimal fri upplésning p&4 méanga
sitt. Man kan dock visa att de resulterande upplosningarna &r isomorfa.

Enligt Sats 1.3.5 och Sats 1.5.3 &r ringarna k och k[x] notherska. S&
andligtgenererade moduler 6ver dessa ringar har en minimal fri upplosning.
Speciellt giller detta for monomideal eller kvoter av monomideal i en poly-
nomring.

En alternativ karakterisering av en minimal upplésning av monomideal
ges i foljande sats som héar ges utan bevis.
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Sats 3.6.2. Ldit I vara ett monomideal i polynomringen S = Kk[x] i n vari-

abler x = (x1,xa,...,xy) och lit m = (xq,...,xy,). Lit
Fi=i— B2 5 2% S/T—0 (3.13)

vara en fri upplosning av S/I over S. Da dr F minimal omm Im o; C mF;_;
for varje i € 7.

Lat I C S vara ett monomideal i polynomringen S = k[x] i n variabler.
En minimal fri upplosning av S/I ges av

, i
SRR AL S SN LN /MUY <)) N

Lat Fy vara en fri modul av rang 1 med bas {go}, (som vi forser med mul-
tigrad {0,0,...,0}). D& &r Fy ~ S s& det finns en isomorfi ¢ : Fy — S. For
a € Fy kan vi da definiera dp(a) = [¢(a)]. Da ar Ker dp = {a € Fy | ¢(a) €
In} = Ip. Upplosningen ska vara exakt sa vi vill att Im §; = I. Eftersom
I ar ett monomideal ger Sats 1.5.4 att I har en entydig dndlig minimal ge-
neratorméingd {x"',x"2,...,x" } av monom. Lat {ei1,e12,...,e1,} vara en
bas for Fy déar vi later ep; ligga i multigrad v;. Definiera d1(e1;) = xVi. Sa
hér langt har vi kommit fram till att en fri minimal upploésning av S/I ar pa
formen
SN~ NN ) |

dor r ar antalet element i den minimala generatormangden for I. Konstruk-
tionen av Fb, F3, ... beskrivs bést med hjéilp av ett exempel.

Minimal fri upplésning av S/Ij:

En minimal fri upplosning av S/Ip ar pa formen

; 8i—
~~-—>Fii>Fi71—1>-~-—>F1 i>F0&>S/IA—>O

Vi har sett att Fy ~ S. Enligt Exempel 3.3.6 ges en minimal generator-
méngd till Ia av {z124, T125, T2x5, X3X5, 425, xax324}. Detta innebar att
F, ~ S% med bas {911,912, - --,916} déir baselementen ligger i multigrader
10010, 10001, 01001, 00101, 00011 respektive 01110.

I nésta steg behover vi hitta en bas By = {b11,b12,..., b1, } for Ker o1,
dir k1 € N. Vi har att

Ker 61 = {x = a11911 + a12912 + - - - + a16g16 | 61(x) = 0}, a;j €5
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Ingen av generatorerna gi; | j € S ligger i kiirnan, sa for att hitta element i
kidrnan méaste vi kombinera tva eller flera av dessa sa att de tar ut varandra.
Dessa termer maste da ha samma multigrad. Vi undersoker vilka multigrader
som kan komma i fraga. Foljande tabell ger for varje par av generatorer gi;
den minsta gemensamma multigraden for dessa.

g12 913 g14 gi5 916
g1 | 10011 | 11011 | 10111 | 10011 | 11110
gi12 * 11001 | 10101 | 10011 | 11111

913 * * 01101 | 01011 | 01111
g14 * * * 00111 | 01111
g15 * * * * 01111

Vi gar igenom de mdjliga multigraderna systematiskt och borjar med den
lagsta totalgraden.

11001 Av tabellen ser vi att zsg12 och x1g13 har denna multigrad. Vi har
att

01(z2912 — z1913) = 201(g12) — 2101(913) = T2 fi2 — 21 f13
= T1X2x5 — X125 = 0

S& xog12 — x1g13 ar ett element i Ker d; av multigrad 11001, och vi kan sétta
bi1 := 2912 — T1913-

Liknande rdkningar for multigrader 10101, 01101, 01011 och 00111 ger f6l-
jande element i B;:

bi2 = T3912 — T1914
b1z = T3913 — T2g14
bia = T4913 — T2g15
bis = T4914 — T3915

10011 I tabellen finns tre férekomster av denna multigrad, vilket ger tre
potentiella element att lagga till i B1: x5911 — x4912, 5911 — 1915 och
Tag12 — T1g15. 1va av dessa ar linjart oberoende, men den tredje kan d&
skrivas som en linjarkombination av de forsta tva. S& i denna multigrad far
vi ytterligare tva element i ®8;. Vi kan t.ex. vilja

big = T5911 — 74912
bir = z5911 — 71915
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Harnést ser vi pa multigrader med totalgrad 4. Fér dessa multigrader finns
det en stor chans att vi inte hittar nagra fler baselement till kdrnan, eftersom
de kandidater vi finner kan vara linjart beroende med tidigare funna basele-
ment. T.ex. i multigrad 11011 ger tabellen ett element e = xox5911 — 174913
i kdrnan. Eftersom

ob17—21b14 = T2XT5911 — 122915 — 124913 +T1T2915 = T2T5G11 —T1T4G13 = €

ar e en linjarkombination av b7 och b4 och utgor inte ett nytt baselement
till kdrnan.

11110 Tabellen ger elementet f = xox3911 — T1g16 1 kiArnan. Vi noterar
att gig inte forekommer i nagot av de andra elementen i B1, sa f kan inte
skrivas som en linjarkombination av element i 8;. Sa vi lagger till detta som
ett nytt element

big = x273911 — T1916

01111 I tabellen forekommer detta element pa tre stéllen, vilket ger tre
potentiella element att lagga till i B1: 324913 — T5916, T2T4g14 — T5g16 OCh
ToT3g15 — T5916. Om vi tittar pa den forsta kan man komma fram till att den
inte dr en linjarkombination av nagra element i 87 och kan saledes laggas
till som ett nytt element:

big = x3T4913 — T5916

Det &ar nu latt att se att xoxsg14 — 5916 ar en linjirkombination av big
och byg, samt att xox3915 — T5916 ar en linjirkombination av b4 och byg.
Multigrad 11111 ger inga nya bidrag till 251, sa 81 &r en bas for Ker 4;. Vi
later darfor F vara den fria modulen genererad av {go; | j € So}, sa att
P~ 59, g2; tilldelas samma multigrad som by, och d2(ga2;) = bij, sa att
Im 69 = Ker 6.
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Foljande tabell ger generatorerna for Fs, deras bilder under ds, samt deras
multigrad och totalgrad.

Generator da(") Multigrad | Totalgrad
g21 T2g12 — 1913 11001 3
g22 r3912 — L1914 10101 3
923 r3913 — L2914 01101 3
924 T4913 — T2915 01011 3
925 T4914 — T3G15 00111 3
926 T5911 — T4912 10011 3
921 T5911 — L1915 10011 3
g28 T2X3911 — L1916 11110 4
g29 T324913 — T5916 01111 4

P4 liknande satt forséker vi nu konstruera en bas Bs till Ker 9. Den en-
da mojligheten for element i kirnan av totalgrad 3 &r en linjarkombination
av gog och go7, men vi ser av deras bilder under d9 att dessa inte kommer
att kunna ta ut varandra. Sa vi borjar se pa multigrader i totalgrad 4.

11101 Eftersom go4 fram till gog har en 1:a i fjirde komponenten av mul-
tigraden, behover vi bara undersoka gs1, g2 och gs3. Detta ger baselementet

bo1 = T3g21 — T2g22 + T1923

11011 De generatorer som kan komma upp i denna grad ar g21, g24, gog och
go7. Om vi tittar pa bilderna av dessa under do noterar vi att for att fa 0
maste alla fyra generatorer anvindas. Detta ger baselementet

bay = T4921 + T1924 + T2926 — T2927

10111 I detta fall soker vi linjirkombinationer av ga, gos, gag och go7. Aven i
detta fall méaste alla fyra generatorer anvindas for att fa ett element i Ker ds:

bas = x4g22 + T1925 + T3926 — T3927

01111 Har kan vi bortse fran de generatorer som har 1 i férsta positionen
for multigraden. Aterstar 923, §24, 925 och gag. d2(go9) innehaller z5¢g16 som
term, och denna kan inte sléckas ut av bilden av nagra av de andra av de
inblandade generatorerna. Ett nytt element i B4 fas:

boy = x4923 — 3924 + T2g25
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Vi kan vara sdkra att dessa fyra element ar linjart oberoende eftersom
de dr av samma totalgrad men olika multigrad.

11111 Vi noterar forst att generatorerna gsg och gog inte har varit med
i ndgot av baselementen. Detta gor att vi kan fa ett nytt element i Bs, t.ex.

bos = x3T4g01 + T2T3G26 — T5928 + T1929

Med hjéalp av den andra kolumnen i tabellen kan vi ga igenom de reste-
rande mojligheterna.

Om t.ex. generatorn go1 forekommer i ett baselement maste &ven goo eller
g26 forekomma (eftersom vi maste sldcka ut g2 1 bilden av d3), samtidigt som
923, g24 eller gag maste forekomma (for att slicka ut gi3 i bilden av d2). Fallet
go1, §22, go3 tas om hand av boy. I fallet go1, go2, go4 méaste dven gi4- och
gi5-termerna slackas ut, vilket kan goras med hjalp av go5. Detta dr samma
som en linjirkombination av bas och bog. I fallet ga1, goo, g9 far vi g14 och gy
kvar som behdver sldckas ut. gog ar den enda kvarvarande generatorn som
kan slacka ut g1g-termen. Da aterstar g1 och g4 att slacka ut, vilket innebéar
att vi dven behover lagga till gos och go7. Detta &r en linjadrkombination av
b23 och b25.

Gar vi pa liknande sétt igenom alla mojligheter ser vi att vi inte far nagra
nya baselement i Bo. Vi later alltsd F3 vara den fria modulen genererad av
{g31,g32,g33,g34,935}, d.v.s. F3 ~ 55. Vi definierar 53(g3j) = ij for ] S S5,
sa att Im d3 = Ker do.

Foljande tabell ger generatorerna for F3, deras bilder under d3, samt deras
multigrad och totalgrad.

Generator 93(+) Multigrad | Totalgrad
931 3921 — T2922 + T1923 11101 4
932 4921 — T1924 + T2g26 — T2g27 11011 4
933 T4g22 — 1925 + T3926 — T3G27 10111 4
934 T4ge3 — T3g24 + T2G25 01111 4
935 T3T4g21 + T2X3g26 — T5928 + L1929 11111 5

Vi behover nu hitta en bas B3 for Ker 3. Alla element i kirnan kommer
hér vara av multigrad 11111. Vi ser direkt att bilden av g35 dr den enda som
innehéaller generatorn geg (och ga9). Denna kan alltsa inte ingé i Ker d3. De
fyra Gvriga bildar det enda baselementet:

b31 = T4931 — 73932 + T2933 — T1934



TAKAPITEL 3. SIMPLICIELLA KOMPLEX OCH ALEXANDERDUALITET

Sa vi later Fy vara den fria modulen genererad av {gs1} (d.v.s. Fy =~ S) och
definierar d4(g41) = b31.

En fri minimal upplosning av stanley-reisnerringen S/I, ges alltsa av:

0— § 2 g5 g9 2yog6 g gy
11111 11101 11001 10010 00000
11011 10101 10001
10111 01101 01001
01111 01011 00101
11111 00111 00011
10011 01110
10011
11110
01111

3.6.2 Taylorupplosning

Lat I vara ett godtyckligt monomideal i S = k[x] med minimal generator-
méngd m = {my,ma,...,ms}. For varje 0 C m definierar vi £, som en for-
mell symbol, kallad taylorsymbol, som vi ger multigraden mgm (). For varje
index ¢ € {0,1,...,s}, lat T; vara den fria S-modulen med bas {f, : [o| = i},
d.v.s. T; har ett baselement for varje delméngd till m av storlek . Detta
innebar att T; &r en fri modul av rang (f)

Vi ska nu med hjalp av modulerna T; konstruera en upplosning av S/I
kallad taylorupplisningen. Taylorupplosningen ar pa formen

0T, g b 2op S D6 g (3.14)

Notera forst att T har ett enda baselement fg. Vi definierar do(fy) = [1].

Om 0 € m med [9| =i > 0, 1at j vara mangden av index r € Ss sa att
m, € 0. Vi kan skriva j = {j1,...,j;} dar j; < -+ < j;. Satt 9 =0\ {m]k}
for k € S;. fy ar ett av baselementen for T;, och vi definierar §; pa detta
baselement som _

N - mgm(D)
5@(f0) . ; Slgn(]v]k>mgm(ak) fbk

Eftersom 0 C 0 for varje k géller att mgm(0x) | mgm(?). Vi har ocksa att
ok =i—1,sa £, € T;—; for varje k. Detta ger att d;(f) ar ett véldefinierat
element i T;_1. Sats 2.2.9 ger att homomorfierna §; : T; — T;_1, i € S,
dérmed &r fullstindigt definierade.

Ett resonemang liknande det i beviset till Sats 3.5.4 ger att (3.14) dr
ett kedjekomplex. Att det ar exakt och ddrmed en upplosning ar inte lika
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uppenbart. Detta kan t.ex. visas med hjalp av s.k. simpliciella upplosningar
(se [5], kap. 4), vilket dock ligger utanfor denna framstéllning,.

Taylorupplésning av S/I:

Satt m1 = x2x374, Moy = T1T4, M3 = T1T5, My = TT5, M5 = T3Ts,
me = x4xs. DA &r In = (mq,ma,...,mg). Taylorupplosningen av S/Ij &r
pa formen

0— Tp 2 T5 25 251y 2y 2% 51— 0

dar T} ar en fri S-modul av rang (?) for 5 = 0,1,...,6. Tabell 3.1 visar de
fria modulerna T} med baselementen och deras multigrader.

3.7 Bettital

Definition 3.7.1 (Bettital). Lat S = k[x] vara polynomringen i n variabler
over en kropp k och M en dndligtgenererad N™-graderad S-modul. Da kallas
talet

B := dimy ToriS(M, k)
det i:e bettitalet for M.

I avsnitt 2.5 sag vi att varje fri multigraderad S-modul av dndlig rang
kan skrivas som en direkt summa av fria moduler S(—a). Detta ger upphov
till definitionen av multigraderade bettital.

Definition 3.7.2 (Multigraderat bettital). Lat S = k[x] vara polynomringen

1 n variabler éver en kropp k och M en dndligtgenererad N™-graderad S-
modul. Da kallas talet

Bia := dimy Tory (M, k)a
det i:e multigraderade eller N"-graderade bettitalet for M i grad a.
De moduler M for vilka vi berdknar bettital i denna text &r M = S/I

fér nagot monomideal 1.Vi noterar att det 0:e N-graderade bettitalet samt
det 0:e N"-graderade bettitalet i multigrad 0 fér S/I ges av By = Bo,0 = 1.
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Modul | Multigrad Baselement

T 00000 f,

T 01110 fi
10010 f5
10001 f3
01001 £,
00101 f.
00011 fs

Ts 11111 fi3
11110 fio
11001 f34
10101 f35
01101 fy5
01111 f14,f15,f16
01011 f46
11011 fou
10111 fo5
00111 fs56
10011 fs, o, Fag

T3 11111 f123, f124, f125, f126, f134, f135, f136, f2u5
01111 f145, f146, f156, fa56
11011 f234, fo46, f346
10111 f35, f256, f356
10011 fa36
11101 f345

Ty 01111 fi456
11011 f2346
10111 fo356
11111 ovriga baselement

Ts,T6 11111 alla baselement

Tabell 3.1: Baselement for taylorupplosningen av S/ Ix
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Antag att M &ar en andligtgenererad N™-graderad S-modul med minimal
fri upplosning
= BB SRS M —0
Eftersom upplosningen dr minimal géller enligt Sats 3.6.2 att Im a; C mF;_
for varje i € ZT. Tor;g (M, k) &r enligt Exempel 2.8.6 homologigrupperna for
kedjekomplexet

m%ﬁ)gﬁﬁﬂﬁ_)o (3.15)

mFy mFp mM
Hir ar §;([z]) = [a;(x)] = 0 for varje i € ZT och varje x € F;. Sa alla §; ar
nollhomomorfier. Detta innebér att Ker 8; = F;/mF; och Im (3,11 = {0} s&
att Tor? (M, k) = F;/mF;. Eftersom m #r ett maximalideal i S ger beviset
av Sats 2.2.11 att

B; = dimy, Tor? (M, k) = dimy F;/mF; = rang F;

- —

Sa bettitalen for en N™-graderad S-modul ar rangerna hos modulerna i en
fri upplosning till M.

Eftersom F; ar N"-graderad for varje ¢ € N kan vi enligt (2.17) i Avsnitt
2.5 skriva F; ~ @, nn S[—a]’i= dir ;2 € N. Fér givet i € N och a € N &r
da B;a det i:e multigraderade bettitalet for M i grad a.

Det finns flera olika metoder att bestimma bettital for S/I. I foljande
delavsnitt ges exempel pa hur bettital for en stanley-reisnerring S/In kan
bestdmmas pé tre olika séitt: Direkt via definitionen, via den s.k. Hochsters
formel samt via taylorupplosningen.

3.7.1 Berikning av bettital direkt fran definitionen

Bestam forst en minimal fri upplosning av S/Ia. Det i:e N-graderade bet-
titalet kan da direkt ldsas av som rangen for den fria modulen Fj, d.v.s.
som antalet baselement i denna modul. Om a € N” &r det multigraderade
bettitalet 3; o antalet baselement i F; som har multigrad a.

Exempel 3.7.3.

0— § 2 g By g9 2, g6 g Nogip s
11111 11101 11001 10010 00000
11011 10101 10001
10111 01101 01001
01111 01011 00101
11111 00111 00011
10011 01110
10011
11110

01111
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ar en minimal fri upplosning av S/Ix. De nollskilda N-graderade bettitalen
ar By =1, 3 =5, fs =9, f1 = 6, Bp = 1. De nollskilda multigraderade
bettitalen dr

B2,10011 = 2

Ba11111 = B311101 = B3,11011 = B3,10111 = B301111 = B3,11111 = B2,11001
= B2,10101 = B2,01101 = B2,01011 = B2,00111 = B2,11110 = B2,01111
= B1,10010 = B1,10001 = B1,01001 = B1,00101 = B1,00011 = B1,01110
= Bo,00000 = 1

3.7.2 Berikning av bettital med Hochsters formel

Bettitalen for S/Ia kan ocksé berdknas med hjélp av en version av den s.k.
Hochsters formel, vilken formuleras i detta avsnitt.

Definition 3.7.4 (Lank). Lit A € Dy, och o C S,,. Dd definieras lanken
for o i A som

linka(o):={r€A|7Uc €A ochTNo=0a}

Observera att lanken &r definierad for alla delméngder av Sy, d.v.s. &ven
for ickesidor till A. Om o ¢ A géller att linka (o) ar det tomma komplexet
@. Om o € F(A) ar linka(o) det irrelevanta komplexet {@}. Vi noterar
ocksé att linka (@) = A.

Sats 3.7.5. Lit A € D,, och o C S,,. Da dr linka (o) ett delkomplexr av A.

Bewvis. Definition 3.7.4 ger direkt att linka (o) C A.

Lat ¢ C Sp. Om linka (o) = @ dr det klart att det &r ett delkomplex
av A. Annars antag att 7 € linka (o). Da dr 7 € A, sd om v C 7 dr dven
v € A. Eftersom yUo C 71Uo € A giller ocksa att vy U o € A. Dessutom
ir yNo = &, ty om det fanns ett element £ € v N o skulle x € v och
déarmed ocksa z € 7, d.v.s. x € 7 N o. Detta motséger att 7 € linka (o). Sa
v € linka (o). Darmed é&r linka (o) ett simpliciellt komplex. O
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Exempel 3.7.6. Linkarna till A dr foljande simpliciella komplex:

linkA(Q) = A
linky (1) = (23)
linky(2) = (13,4)
linky (3) (12,4)
linka(4) = (2,3)
linka(12) = (3)
linky (13) = (2)
linky (23) = (1)

Om o € F(A*) drlinkp-(0) = {@} och om o ¢ A* drlinky«(0) = @.

Sats 3.7.7 (Hochsters formel, dualversion). Ltk vara en kropp och S = k[x]
polynomringen éver k i n variabler. Lat A € D,, med stanley-reisnerideal Ia .
Da gdller att om B; a(S/In) # 0 med a # 0 sd dr a en kvadratfri grad och

Bi.a(S/Ia) = dimy H; _o(linka+(7a); k)
dir o4 C S, med kvadratfri vektor a.
Bewvis. Se t.ex. [7], Corollary 1.40, p. 17. O
Néagra direkta konsekvenser av Hochsters formel ges i féljande sats.

Sats 3.7.8. Lat k vara en kropp och S = k[x] polynomringen dver k i n
variabler. Lit A € D,, med stanley-reisnerideal In och a # 0 en kvadratfri
vektor.

(a) Om oq € A dr B;a(S/Ia) =0 for alla i € Z.

(b) Om oa € G(A) dr B1,a(S/Ia) =1 det enda nollskilda bettitalet i mul-
tigrad a.

(¢c) Oma={1,1,...,1} ir B;a(S/Ia) = dimy H; o(A*;K).
(d) B2a(S/IA) =c—1 dir c ar antalet komponenter i linka« (7).

Bewvis. (a) Antag att oo € A. Eftersom A &r alexanderdualen till A* ar da
0a ¢ A* vilket innebér att linka-(a) = &. Eftersom @ saknar homologi ger
Hochsters formel att ; 4(S/Ia) = 0 for alla 7.

(b) Antag att 0, € G(A). Sats 3.2.2 (b) ger att 7, &r en facett i A*. Da
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ar linka-() = {@}. Detta komplex har bara homologi i grad —1. Hochs-
ters formel ger i detta fall att det enda bettitalet for S/Ia i grad a ér f1 o = 1.

(c) Antag att a = {1,1,...,1}. Hochsters formel ger att

ﬁi,a = dimk ﬁi_g(linkA* (@), k) = dimk ﬁi_Q(A*; k)
(d) Lat ¢ vara antalet komponenter i linka« (7). Sats 3.5.7 och Hochsters
formel ger att B
B2.a = dimy Ho(linka+ (7a); k) = c — 1

O

Exempel 3.7.9. Vi ska nu anvinda Hochsters formel for att berdkna mul-
tigraderade bettital for S/Ix. Sats 3.7.8 (a) ger att vi for att hitta nollskilda
bettital bara behover soka i multigrader a sa att oa ¢ A.

(3.2) i Exzempel 3.1.6 ger att G(A) = {14,15,25,35,45,234}. Sats 3.7.8
(b) ger dd att

B1,10010 = B1,10001 = B1,01001 = B1,00101 = B1,00011 = P1,01110 = 1

ar de enda nollskilda bettitalen i de givna multigraderna.
Sats 3.7.8 (c) sdger att

Biann = dimy H;_o(A*; k)
(5)’.28) i avsnitt 3.8.3 ger att de enda nollskilda homologierna for A* dr Hy ~
Hy =k, sa de enda nollskilda bettitalen i grad 11111 dr Sa11111 = B311111 =
1.
Lankar for A* berdknas i (3.27) i Avsnitt 3.8.3. Vi ser att lanken for 23
har 3 komponenter, linkarna for 1,5,12,13,14, 24, 34 har 2 komponenter och
lankarna for 2,3,4,25,35 har 1 komponent. Sats 3.7.8 (d) ger av detta att

B2,10011 =3 —1=2

B201111 = B2,11110 = B2,00111 = B2,01011 = B2,01101 = B2,10101 = B2,11001
=2-1=1

B2,10111 = B2,11011 = B2,11101 = B2,10110 = B2,11010 =1 —1=0

for allai € Z.

Om vi vill berdkna alla bettital for t.ex. multigraden 01111 noterar vi
forst att linka«(1) = {23,24,34,5}, wvilket dr vdsentligen samma simplici-
ella komplez som A i Avsnitt 3.8.2. (3.25) ger att Hy ~ Hy =~ k dr de
enda nollskilda homologierna for detta komplex, sa Hochsters formel ger att
B3,01111 = B2,01111 = 1 och att Bip1111 = 0 for alla andra i.



3.7. BETTITAL 81

3.7.3 Berikning av bettital fran taylorupplosning

Lat I vara ett monomideal i polynomringen S i n variabler med minimal
generatorméngd m = {my, ma,...,ms}. Vi ska nu se hur man ur taylorupp-
16sningen for S/I kan bestdmma bettitalen fér S/I i multigrad a.

Taylorupplosningen for S/I ges av

ds 0s—1 o2 o1 4o
0 —Ts Ty — - —Ty —Tp—S/I—0 (3.16)

Om Tj inte har nagot baselement av multigrad a géller att 3; 5 = 0. An-
nars lat j € {0,1,..., s} vara det storsta indexet sa att T; har ett baselement
av multigrad a. Om f; och f; &r tva olika baselement i T; av multigrad a &r
mgm 0 = mgm ¢ = mgm(d U ¢). Eftersom 0 och e star for olika delméngder
av m ar D Ue| > i s fo, ar ett baselement for nagot T; med i > j, vil-
ket motséger valet av j. Saledes finns ett entydigt baselement f; i T; med
multigrad a.

Bilda nu méngden A, C S, sd att 0 € A, omm m, :={m; |i €0} CD
med mgm(d \ my,) = a. A, dr da ett simpliciellt komplex. Ty om o € A,
ocht Coarm, ={m; |ie7}t C{m|ieoc}=m,C0 Daér
0\ my C 0\ m, C 0. Eftersom a = mgm(d \ m,) = mgm(d) ar &ven
mgm(d\m;) =a. Sa T € A,.

Da géller att N

ﬁi’a(S/I) = dimk Hj,ifl(Aa;ﬂ{). (317)

Om j dr det enda indexet for vilket 7; har en bas av grad a kommer
inte A, ha nagra 0-sidor, s A, = {@}. Detta simpliciella komplex har bara
homologi i grad —1 s& (3.17) ger att det enda nollskilda bettitalet i grad a
ar ﬁj,a =1.

(3.17) visas inte i denna text, men foljande exempel visar hur denna
metod kan anvéindas for att beridkna bettital for S/Ix.

Exempel 3.7.10. Taylorupplosningen av S/In ges i avsnitt 3.6.2. Basele-
menten for de respektive modulerna i uppldsningen och deras multigrader ges
1 Tabell 3.1.

Lat a = 10011. j = 3 dr det hogsta indexet for vilket T har ndgot bas-
element i multigrad a. Detta baselement dr fosg. I To dr det baselementen
fos, fog och f36 som har denna multigrad. Detta ger att Fo(Aa) = {2,3,6}.
Inget baselement i Ty ligger © multigrad a sd A, saknar sidor av dimen-
sion 1 eller hogre. Sa Ay = (2,3,6). Aa har 3 komponenter, sa B2 10011 =
dimk f[gfgfl(Aa;k) =3-1=2.

Lat b = 10111. j = 4 dr det hogsta indexet for vilket T; har ndgot bas-
element 1 multigrad b. Detta baselement dr fags6. 1 T3 har fass, fose och f356
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7

Figur 3.4: A i Exempel 1

multigrad b vilket ger att Fo(Ap) = {2,3,6}. I T dr fa5 det enda baselemen-
tet i multigrad b, sa F1(Ap) = {36}. Inga sidor av higre dimension finns,
si b = (2,36), vilket dr det simpliciella komplezet A ¢ Avsnitt 3.8.1. (3.20)
ger att den enda nollskilda homologin for detta komplex dr Hy ~ k, sd det
enda nollskilda bettitalet B3y, = dimy fl4_3_1(Ab; k) =1.

Lat ¢ = 11110. Denna multigrad forekommer bara i To sd anmdrkningen
efter (3.17) ger att det enda nollskilda bettitalet i grad ¢ dr fa,c = 1.

Lat d = 01111. I detta fall har vi j = 4 med baselement fi456. I T3
har f145, f146, fi56 och f156 multigrad d. Sa Fy(Aq) = {1,4,5,6}. I Ty har
fi4, f15 och fi6 multigrad d wvilket ger att F1(Aq) = {45,46,56}. Si Aq =
(1,45, 46,56), vilket ar samma komplex som A i Avsnitt 3.8.2. De nollskilda
homologierna iir Hy(Agq) = Hi(Aq) = 1. Detta ger att de nollskilda bettitalen
for multigrad d dr 8201111 = B3,01111 = 1.

Slutligen ska vi betrakta fallet e = 11111. Hér har vi j = 6 med bas-
element f193456. Alla baselement © Ty har multigrad e, d.v.s. Ae innehdller
samtliga 0-sidor. I Ty har alla baselement utom fassg, fasag och fi456 mul-
tigrad e. Detta innebdr att alla 1-sidor utom 14, 15 och 23 finns med i Ae. 1
T3 ar baselementen av multigmd e f123, f124, f125, f126, f134, f135, f136, f245.
Sa 456, 356, 346, 345, 256, 246, 245 och 136 dr 2-sidor i Ae. Slutligen, i Th
har baselementet f13 multigrad e sd det finns dven en 3-sida i Ao, ndmligen
2456. Detta dar det simpliciella komplezet A i Avsnitt 3.8.5. Vi ser i detta
exempel att de enda nollskilda homologierna dr Hy(Ae) = Ha(Ae) = 1 wil-
ket ger att Ba11111 = B3,11111 = 1 dr de enda nollskilda bettitalen av denna
multigrad.

3.8 Exempel

3.8.1 Exempel 1

Lat A = (1,23) € D3. Denna visas i Figur 3.4. i-sidorna i A ges av
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Fi(A) = {o}
) = {1,2,3) (3.18)
Fi(a) = {23}

Dé ar dim A = 1. A bestar av 2 komponenter {1} och {2,3}. Lankarna for
sidorna av dimension > 0 som inte ar facetter ar

linka(2) = (3)

linka(3) = (2) (3.19)

De minimala ickesidorna for A dr G(A) = {12, 13}, s stanley-reisneridealet
IA &r (my,mgq) dar my = x129, me = x123. Kedjekomplexet for A ges av

0— kLK %Ko

dér oy och §; ges av matriserna

€1 €2 €3
e 11 1]

rang d; = rang &g = 1, s& dimensionssatsen ger att

null 67 = dimkFl(A)—rang51 = 1-1 =0
null g = dimkFO(A)—rang(So = 3—-1 = 2

Detta ger homologierna

Hi(Ask) = Ker ~ {0} (3.20)
H()(A;k) = Ker 50/Im 51 ~ ]1{2/]1& ~ k .
Vi kan ocksé se att ﬁO(A; k) ~ k genom att observera att A har 2 kompo-
nenter och anvinda Sats 3.5.7.

Taylorupplosningen sammanfaller med den minimala fria upplésningen
av S/Ia och ges av

0 — S 2 2 N 9y SN — 0

111 110 000
101

Ur denna kan man avldsa att de nollskilda N"-graderade bettitalen for S/Ia
dr Bo = By = 1 och B = 2. De nollskilda multigraderade bettitalen ges av
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Figur 3.5: A* i Exempel 1

627111 = Bl,llO = 517101 = 607000 = 1. Vi kan dven fa detta resultat genom
att anvinda anméarkningen efter (3.17).

Alexanderdualen till A &r A* = (2,3). Detta visas i Figur 3.5, dédr den
oifyllda cirkeln markerar ett horn som inte finns med i komplexet. i-sidorna
ges av

Fo(AY) = {o}

R(AY) = {2.3) (3:21)

och dim A* = 0. G(A*) = {1,23} vilket ger att Ia~ = (x1, zox3). A* har 2
komponenter {2} och {3}. Kedjekomplexet for A* dr

0— k2% K50

déar g har matrisen

€2 €3
(7} [1 1]

A* har bara homologi i grad 0 dar fIU(A*; k) ~ k. En minimal fri upplosning
av S/Ia+ &r

0 — S 2 2 N 9y S/ — 0

111 100 000
011

Ur detta kan man avlédsa att de nollskilda N"-graderade bettitalen for S/Ia~
ar By = Pg = 1, f1 = 2. De nollskilda multigraderade bettitalen ges av
ﬁ2,111 = 51,100 = 617011 = ,30’000 = 1. Aven i detta fall sammanfaller den
minimala fria upplésningen med taylorupplosningen, sa anmérkningen efter
(3.17) kan anvéndas for att fa samma resultat.
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AS 4
1 ®

Figur 3.6: A i Exempel 2

3.8.2 Exempel 2
Lat A = (12,23,13,4) € Dy. Se Figur 3.6. A har sidorna:

FaA) = {o}
Fi(A) = {12,13,23}

dim A = 1 och A har 2 komponenter. Lankarna for ickefacetter i A av
dimension > 0 ar

linka(1) = (2,3)
linka(2) = (1,3) (3.23)
linka(3) = (1,2)

De minimala ickesidorna ges av G(A) = {14, 24, 34, 123}, sa stanley-reisneridealet
for A ges av In = (X124, 224, T3, Tg, T1T2T3).
Sats 3.2.2 (b) ger att

F(A*) = {23,13,12,4}.

D.v.s. i detta fall &r A = A*, d.v.s. A &r sin egen alexanderdual. Ett sadant
simpliciellt komplex kallas sjdlvdualt.
Kedjekomplexet for A blir

0—k 5kt 2% Kk—0 (3.24)
dér 4y och §;7 ges av matriserna

€1 €2 €3 €4

€12 €13 €23
el —1 -1 0
) 1 0 -1
es 0 1 1

e4 0 0 0
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Hér &r rang dg = 1 och rang §; = 2. Dimensionssatsen ger att

null §; =3-2=1
null dg =4—-1=3

Detta ger homologierna

f[l = Ker 51 =k
Hy = Ker 6/Im 6, =k?/k> =k

och de nollskilda homologierna &r
Hy(A:k) ~ Ho(Ask) ~ k (3.25)

En fri minimal upplosning av stanley-reisnerringen S/Ia ges av

0 — 8§ By gt 2yogr g Y gine 0
1111 1011 1001 0000
0111 0101
1101 0011
1111 1110

Vi kan se detta genom att bilda komplexet

0—F 25 2k 58— S/In—0

dér de ingéende fria S-modulerna och modulhomomorfierna ges av nedan-
staende tabell.

Modul | Generator 9i(+) Multigrad | Totalgrad
F1 g1 T1X4 1001 2
gi12 ToX4g 0101 2
gi13 T34 0011 2
gia T1X2X3 1110 3
Fy 921 3911 — T1913 1011 3
go2 3912 — T2913 0111 3
923 2911 — 1912 1101 3
924 T2T3911 — T4914 1111 4
F3 931 Tog21 — X1922 — L3923 1111 4

Bettitalen for S/Ia kan ldsas av fran denna tabell. De nollskilda N™-graderade
bettitalen &r:

Bo,0000(S/Ian) = 1
Bia(S/In) = 1 daae {1001,0101,0011,1110}
Bra(S/In) = 1 daae{1011,0111,1101,1111}
Bz1111(S/Ia) = 1
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De nollskilda N-graderade bettitalen &r 8g =1, 81 =4, f2 =4, B3 = 1.

Taylorupplosningen for S/Ia ar

0— § 24 g4 3,66 92,64 0 g %o, gip
1111 1111 1111 1001 0000
1111 1111 0101
1111 1111 0011
1111 1101 1110
1011
0111
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Om vi sétter my = x124, Mo = Toxg, M3 = T3x4 och my = x12973 dar de
respektive baselementens multigrader ges av féljande tabell:

Multigrad | Baselement
0000 fo
1001 f;
0101 fo
0011 f3
1110 4
1101 fio
1011 fi3
1111 f14,f24,f34
0111 fa3
1111 fa:|al > 2

Vi bestdmmer nu N"-graderade bettital for S/Ia med hjélp av Hochsters
formel. Sidorna i A ges av (3.22) och Sats 3.7.8 (a) ger

Bi1000 = Bi0100 = Bi0010 = Bi,o001 = Bi,1100 = Bi1010 = Bio110 = 0

for alla ¢ € Z. Eftersom de minimala ickesidorna till A ar 14,24, 34,123 ger

Sats 3.7.8 (b) att

B1,1001 = P1,0101 = Bro011 = Br,1110 = 1

ar de enda nollskilda bettitalen i multigrader 1001,0101,0011,1110. (3.25)

ger homologierna fér A* = A och Sats 3.7.8 (c) ger av detta att (31111 =

B2,1111 = 1 &r de enda nollskilda bettitalen i multigrad 1111. Lankar i A* = A

ges 1 (3.23). Vi ser att var och en av lankarna for sidorna 1,2 och 3 har 2
komponenter. Sats 3.7.8 (d) ger av detta att

B2.0111 = P2,1011 = P2,1101 =2—-1=1
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3.8.3 Exempel 3

Lat A € Ds med F(A) = {235,234,134,124,123,15}. Vi sag i Exempel 3.2.3
att A = A*. Detta &r utritat i Figur 3.3. Sidorna i A ges av

Foi(A) = {o}

FO(A) = {1a27334>5} (326)
Fi(A) = {12,13,14,15,23,24,25,34, 35} '
Fy(A) = {123,124,134, 234,235}

dim A = 2 och A &r sammanhéngande. Lénkarna for ickefacetterna i A av

dimension > 0 ges av

linka(1) = (23,24,34,5)
linka(2) = (13,14,34,35)
linka(3) = (25,24,14,12)
linka(4) = (23,13,12)
linka(5) = (1,23)
linka(12) = (3,4)
linka(13) = (2,4) (3.27)
linka(14) = (2,3)
linka(23) = (1,4,5)
linka(24) = (1,3)
linka(25) = (3)
linka(34) = (1,2)
linka(35) = (2)

Eftersom A = A* ger Sats 3.2.2 (b) att minimala ickesidorna till A &r
komplementen av facetterna till A, d.v.s. G(A) = {45,125,135,1234}, s&

In = (45, 12225, T1X3T5, T1L2L3L4)
Kedjekomplexet for A ar
00—k 2010 2L )5 20

Avbildningarna dg, 01 respektive do ges av foljande matriser:

€1 €2 €3 €4 €5
ey [1 1 1 1 1]
€12 €13 €14 €15 €23 €24 €25 €34 €35
e -1 -1 —1 -1 0 0 0 0 0
€o 1 0 0 0 -1 -1 -1 0 0
es3 0 1 0 0 1 0 0 —1 -1
ey 0 0 1 0 0 1 0 1 0
es5 0 0 0 1 0 0 1 0 1
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€123 €124 €134 €234 €235 _
€12 1 1 0 0 0
€13 -1 0 1 0 0
€14 0 -1 -1 0 0
€15 0 0 0 0 0
€23 1 0 0 1 1
€24 0 1 0 -1 0
eas 0 0 0 0 -1
€34 0 0 1 1 0
€35 L 0 0 0 0 1 i

Det ar klart att rang §o = 1. Med hjilp av gausselimination kan man se att
rang d; = rang do = 4. Da &r

null 6 = dim k(&) — rang do = 5—4 = 1
null 6 = dim kF1(®) — rangdy = 9—4 = 5
null 6 = dim kfo(d) — rang g = b—1 = 4
Detta ger homologierna
Hy(A:k) = Ker 6 ~ k
Hi(A;k) = Ker 6;/Imdy ~ k°/k* =~ k (3.28)
Ho(A;k) = Kerdp/Imd; ~ k*/k* ~ {0}

En minimal fri upplosning av S/Ia ges av

0 — § ogr 2ot N g N gip
11111 11011 00011 00000
10111 11001
11111 10101
11101 11110

De nollskilda N-graderade bettitalen for S/Ia ar f3 = 5o =1, B2 = f1 = 4.
De nollskilda multigraderade bettitalen ar

B3,11111 = B2,11011 = B2,10111 = B2,11111 = B2,11101 = B1,00011 = B1,11001
= B1,10101 = B1,11110 = Bo,00000 = 1

Taylorupplésningen av S/Ia ar

0— § 4 gt 3, g6 %y g1 N g S g4y
11111 11111 11011 00011 00000
11111 10111 11001
11111 11101 10101
11111 11111 11110
11111

11111
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dar multigraderna for baselementen ges av

Multigrad Baselement
00000 fy
00011 f;
11001 f5
10101 f3
11110 f,
11011 f1o
10111 fi3
11111 f14,f24,f34
11101 fos
11111 ovriga baselement

Vi ska nu berékna bettital utifran taylorupplosningen. Multigraderna 11011,
10111, 11101, 00011, 11001, 10101, 11110 och 00000 férekommer bara en
gang var i tabellen. Anmérkningen efter (3.17) ger att de enda nollskilda
bettitalen i dessa multigrader ar

B2,11011 = B2,10111 = B2,11101 = B1,00011 = B1,11001 = B1,10101 = B1,11110
= f0,00000 = 1

Den enda kvarvarande multigraden som kan ha nollskilda bettital ar 11111.
Vi bygger da upp ett simpliciellt komplex Aj1111. j = 4 &r det hogsta indexet
sa att T; har en bas i multigrad 11111. Eftersom alla baselement i T3 ocksa
har denna multigrad s& ingér alla 0-sidor i Aj1111. I Tb &r det fi4, fo4 och fy
som har multigrad 11111. Detta innebér att Ay1111 har 1-sidorna 23, 13 och
12. Inga baser i T har multigrad 11111 sa inga 2-sidor finns. Vi har alltsa
att Aqpin = (12,13,23,4). Detta dr det sjélvduala komplexet i Exempel 2.
(3.25) ger att de nollskilda homologierna ar Hi(A111113k) = Ho(A k) =~ k.
(3.17) ger att N
Bi11111 = dimy Hy ;1 (A111113 k)

vilket ger att de enda nollskilda bettitalen i multigrad 11111 ar B3 11111 =
B2.11111 = 1.

3.8.4 Exempel 4

Lat A = (123,125,134, 145,236, 256, 346,456) € Dg. A ar da randen av en
oktaeder (se Figur 3.7). Vi har att

F4(A) = {2}

Fy(A) = {1,2,3,4,5,6}

Fi(A) = {12,13,14,15, 23,25, 26, 34, 36, 45, 46, 56}
FB(A) = F(4A)
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Figur 3.7: A i Exempel 4

A ar sammanhéngande och dim A = 2.
Om o ar ett horn i A blir linka(o) = ({a, b}, {b, c}, {c,d}, {d,a}) dar
a, b, c,d ar olika element i Sg. Detta ar ett simpliciellt komplex med F_; = 1,
Fy = F} = 4. Dess kedjekomplex ar
0—k 5kt 2% Kk—0

med matriser

€ab €ad €be €cd
€q -1 -1 0 0
ey 1 0 -1 0
€c 0 0 1 -1
€d 0 1 0 1

Vi har att rang dp = 1 och rang 6; = 3. S&

null & = dimk* —rang & = 4-—
null § = dim k* —rang g = 4-—

3 =1
1

Detta innebir att den enda homologin i linka (o) dr Hi (linka (o)) = k.
Om o &r en kant i A blir linka (o) = ({a}, {b}) dér a,b &r olika element

i Sg. Detta komplex har bara homologin Hy = k.
De minimala ickesidorna till A ges av

G(A) ={16,24,35}
sé stanley-reisneridealet for A ges av

In = (z176, 274, T3T5)
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Kedjekomplexet for A blir
o—
025 k8 2, k12 O, 6 Yo, 2L g
dér matriserna for dg, 61 respektive do ges av Figur 3.8. Det &ar klart att

rang d9 = 1. Med hjélp av gausselimination kan man se att rang é; = 5 och
rang do = 7. Da ar

null 6 = dim k2(®) —rangd, = 8—-7 = 1
null 6, = dim kf1(®) — rang 61 = 12—5 =
null § = dim kfo®) — rangdg = 6-—-1 = 5

Detta ger homologierna

Hy(A;k) = Ker 6 ~ k

Hi(Ask) = Kerd/Imdy, =~ kK7/k7 ~ {0}
Ho(A;k) = Kerédy/Imé, ~ k3K ~ {0}
H 1(Ak) = Kerd /Imdy ~ k/k ~ {0}

Detta komplex har saledes bara homologi i homologisk grad 2.
Den minimala fri upplosningen av S/Ix sammanfaller med taylorupplos-
ningen och ar

0— § % g 2 0 g g4
111111 110101 100001 000000
101011 010100
011110 001010

De nollskilda N-graderade bettitalen dr 83 = Sy = 1 och B2 = pf1 = 3. De
nollskilda multigraderade bettitalen ar 33111111 = B2,110101 = B2,101011 =

B2,011110 = B1,100001 = 51,010100 = B1,001010 = Bo,000000 = 1.

For att fa dessa bettital med utgangspunkt fran taylorupplésningen no-
terar vi att alla multigrader fér baser i upplésningen endast forekommer en
gang och anvénder anmérkningen efter (3.17).

Alexanderdualen till A &r A* = (2345, 1356, 1246). Sidorna ges av

Fa(AY) = {2}

Fo(A*) = {1,2,3,4,5,6}
Fi(A*) = {12,13,14,15,16,23, 24,25, 26, 34, 35, 36, 45, 46, 56}
Fy(A*) = {124,126,135,136, 146, 156,234, 235, 245, 246, 345, 356 }

F3(A*) = {1246,1356,2345}
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€1
€2
€3
€4
€5
€6

€12

OO O O

€1 €2 €3

€y [1 1 1

€13 €14 €15 €23 €25
-1 -1 -1 0 O
o 0 0 -1 -1

1 0 0 1 0

o 1 0 0 O

0o 0 1 0 1

0O o0 0 0 O
€123 €125 €134 €145

e12 1 1 0 O
€13 -1 0 1 0
€14 0 0 -1 1
€15 0 -1 0 -1
€23 1 0 0 0
€95 0 1 0 0
€26 0 0 0 0
esy 0 0 1 0
€36 0 0 0 0
€45 0 0 0 1
€46 0 0 0 0
€56 0 0 0 0
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€34 €36 €45 €46 €56
0O 0 0 0 O

06 0 0 0 O
-1 -1 0 0 0
1 0 -1 1 0
0 0 1 0 -1
0 1 0 1 1
€256 €346 €456
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 O
0 0 0
1 0 0
-1 0 0
0 1 0
0 -1 0
0 O 1
0 1 -1
10 1]

Figur 3.8: Matriser for dg, 61 och s i kedjekomplexet for A i Exempel 4
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A* dr sammanhéngande med dim A* = 3.
De minimala ickesidorna for A* &r G(A*) = {456, 346, 256, 236, 145, 134,125,123},
sé stanley-reisneridealet for A* ges av

IA* = <$4Jj5x6,x3m4x6,x2x5x6,xzxgxﬁ,x1x4x5,x1x3x4,x1x2x5,m1x2x3>

Fér att berdkna bettitalen for S/IX med Hochsters formel kan vi anvinda
lankar for alexanderdualen till A* vilken dr A. Med hjélp av detta kan vi

t.ex. berdkna N
B3,011111 = dimy Hy(linka (1):k) =1

och Bip11111 = 0 for ¢ # 3. Samma resultat géller fér multigraderna a €
{101111,110111,111011,111101,111110}.

Bettitalen for S/Ia- kan dven berdknas med hjilp av en minimal fri
upplosning eller taylorupplésning, men detta blir lite mer komplicerat i detta
fall. Den minimala fria upplésningen for S/Ia- ges av

0— § M g6 B, g1z %, g8 Mg S0 g0
111111 111110 111010 111000 000000
111101 111100 110010
111011 111001 101100
110111 110110 100110
101111 110011 011001
011111 101110 010011

101101 001101
100111 000111

011011
011101
010111
001111

och taylorupplésningen blir

0—s 5 2%, g8 01, g28 %, g56 %5, g70 01, gh6 03, g28 02, o8 01, g S0, gp )
Om vi later T; beteckna definitionsméngden for §; for i« = 0,1,...,8 ges
baselementen for T; av Tabell 3.2.

3.8.5 Exempel 5
Lat A = (12,136, 345, 346, 356, 2456) € Dg. Se Figur 3.9. Sidorna ges av

Fi(A) = {o}

Fo(A) = {1,2,3,4,5,6}

Fi(A) = {12,13,16,24,25,26, 34, 35, 36, 45, 46, 56}
(A) = {136,245, 246,256, 345, 346, 356, 456}

(A) = {2456}
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Modul Multigrad Baselement

To 000000 fo

Ty 000111 f,
001101 fy
010011 f3
011001 fy
100110 f5
101100 £
110010 f;
111000 fy

Ty 001111 fio
010111 fi3
011011 fa,
011101 fou
011111 f14, o
100111 £,
101101 g
101110 fo6
101111 f16. Fos
110011 fyr
110110 f57
110111 £, as
111001 f45
111010 frg
111011 fus, fur
111100 fos
111101 fos, Fag
111110 fog, fsr
111111 flg,f277f36,f45

T3 011111 f123, fi04, f134, fa34
101111 | fy25, f196, fis6, fos6
110111 fi35, fi37, f157, f357
111011 | f347, f348, f378, fars
111101 f246, f248, f268, fa6s
111110 | f567, f56s, f578, fors
111111 ovriga 32

Ty 011111 f1234
101111 Flose
110111 fi357
111011 fy4ms
111101 fou68
111110 fo6rs
111111 ovriga 64

Ts, 16,17, T3 111111 alla baselement

Tabell 3.2: Baselement for taylorupplosning av S/Ia+ 1 Exempel 4
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2
ifylld
tetraeder
[

ihdlig
tetraeder

Figur 3.9: A i Exempel 5

A &r sammanhéngande, och dim A = 3. De minimala ickesidorna ar G(A) =
{14,15,23,126, 3456}, s& stanley-reisneridealet ges av

In = (T34, X125, T2X3, T1T2T6, TIT4T5L6)

Kedjekomplexet for A &ar

0 — k 22 k8 92, |12 O g6 S o

dar dq, 01, d2 och d3 har respektive matriser

€1 €9 €3 €4 €5 €4
e (11 111 1]

€12 €13 €16 €24 €25 €26 €34 €35 €36 €45 €46 €56
et |-1 -1 -1. 0 0 O O O O O 0 O

€2 1 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 O
es3 o 1 0 0 O O -1 -1 -1 0 0 O
e4 o o o0 1 o0 O 1 0 0O -1 -1 0
es o o o0 o0 1 0 O 1 0o 1 0 -1
e o o0 1 o0 O0 1 0 o0 1 o0 1 1
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€136 €245 €246 €256 €345 €346 €356 €456

€12 0
€13 1
€16 —1
€24
€25
€26
€34
€35
€36
€45
€46
€56

S OO H OO OO

Det &r klart att rang dp = rang 3 = 1.
man se att rang §; = 5 och rang do = 6.

0

0

O = OO

-1

O R OO oo

€136
€245
€246
€256
€345
€346
€356
€456

0

_— o O O

= O OO oo

0

_— OO o oo

SO = O

null 63 = dim k(&) — rang Js
null & = dim k™(®) — rang &,
null 6 = dim kf1(®) —rang §;
null &g dim kfo(&) — rang dg

Detta ger homologierna

Ker 65
Ker d2/Im 63
Ker §;/Im
Ker dp/Im 6;

Q

%

Y

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
-1 -1
0 0
1 0
0 1

1
= 8
12
6

{0}
k?/k
k" /kS
k® /k°

|
—_

0

OO0 0 oo oo

—_

1

%

~

Y

Tt NN O

{0}
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Med hjalp av gausselimination kan
Dimensionssatsen ger
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Taylorupplosningen for S/Ia ges av

0— § By g5 % gl0 %, g0 %2, g5 N, g N gy
111111 111111 101111 011111 001111 000000
111111 110111 100110 011000
111111 111011 101111 100010
111111 111101 101111 100100
111111 111110 110011 110001
111111 110101
111111 111001
111111 111010
111111 111100
111111 111111

Vi bestdmmer nu bettitalen i grad 111111 med hjilp av taylorupplos-
ningen. S&tt m; = x1x4, Mo = X1T5, M3 = ToX3, M4 = T1Ta2Tg OCh
ms = T3T4Tsxg. Som vanligt later vi T; beteckna definitionsméngden av
0;. 7 = 5 ar det hogsta index for vilket T} har ett baselement i grad 111111,
och baselementet fi5345 har denna multigrad. I Ty har fortfarande alla bas-
element denna grad, vilket innebar att alla 0-sidor ingar i komplexet Aq11111.
I T3 har vi 5 baselement av denna grad. Dessa ar fiss, fi45, fo3s5, fog5 och fys.
Detta innebér att de 1-sidor som ingar i Aj11111 ar 24,23, 14,13,12. Slut-
ligen, i T5 finns endast ett baselement av grad 111111, ndmligen fy5, vilket
ger att den enda 2-sidan i Aq11111 ar 123. S& Aq11111 = I, vart standardex-
empel som introducerades i Exempel 3.1.6. Vi sag i Exempel 3.5.6 att detta
komplex endast har homologier Hy ~ Hy ~ k, s& de enda bettitalen i grad
111111 &r Bai11111 = B3a11111 = 1.
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sida, 55
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tomt, 56
Stanley-reisnerideal, 61
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summa
moduler, 27

taylorsymbol, 76
taylorupplosning, 76
tecken, 66
tensorprodukt, 48
Tor, 52

totalgrad, 12
translat, 44
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